Vollstandiges (totales) Differential:

Unter dem totalen Differential bzw. der vollstandigen Ableitung ersteht man folgenden Ausdruck:

Unter dem vollstdndigen Differential df (Xl ) X2 ’ X3 LI Xn ) der differenzierbaren Funktion

f ()Cl s X5 x3 s eee s X, ) versteht man die Summe aller partiellen Differentiale:

df (X, %y, %;,...,X,) = i-dxl+i-dxz+...+i-dxn = Z;Tf'dxk
k=1 k

ox, ' Ox

n

Das totale Differenzial wir auf Funktionen mit mehreren Variablen angewendet, um die tendenzielle Anderung
der Funktion bei Anderung einer oder mehrerer Variablen zu ermitteln.

Daher ist das totale Differential ein MaR fiir die Veranderung der Funktion f(xl,xz,x3, s X, ) , wenn man sich

im Punkt P(x,,X,,X,,...,X,) ein Stiick in Richtung Ax, mit k € {1;2;3;...;11} bewegt bzw. die Werte
verandert:
lim

lim Af (Ax, Ax, Av, . Ax,) = Tm Af (o +Ax.x, + Ax, x4 Axy, o, +AY, ) s df

A—0
Graphisch betrachtet haben wir hier eine Hyperebene, auf der sich der Punkt bewegt.

Fiir den Fall n = 2:

0 0
df(xl;xz) = 8L(xl;x2)-a’xl+ai(xl;x2)-a’x2 = fxl()cl;)cz)-cz’)clJr/’xz(xl;xz)-a’x2

X Xy

df(xo;yo) = %(xo;yo)'dx'l'%(xo;)’o)'dy = fx(xo;yo)'dx"'fy(xo;yo)'dy

Die Geometrische Bedeutung kann in hier vorliegenden dreidimensionalen Fall (Funktion mit zwei
unabhangigen Variablen x; und x, mit einer davon abhangigen Variablen) stellt das totale oder vollstandige

Differential die naherungsweise Anderung in einer unendlich (= infinitesimal) kleinen Umgebung des

Funktionswertes eines in einer Tangentialebene liegenden Beriihrpunktes P(xl,xz) .
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Aufgaben / Ubungen:

Teil 1: Totales Differenzial

Berechnen Sie das totale Differenzial der folgenden Funktionen mit zwei Variablen:

¥+t o df(x,y) = 2x-dx+2y-dy

a)

b)

d)

f)

g)

f(xy) =

f(xy) =
df (x,y) =

f(xy) =
df (x,y) =

df (x,y) =

f(xy) =
df (x,y) =

f(xy) =

df (x,y) =

3 —Txy+x-5y =

(12x° =7y +1)-dx+(=Tx+5)-dy

NESESTE >

(2x°ex2 +4y-e4xy)-dx+£4x-e4xy —

4xy )3
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et +eVy o

(Z)C-ex2 +4y° -e‘“‘y)-a’x+(4xy3 ™ +3y° -e‘“‘y)-dy




n f(xy) = (x2+i) .
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df(x,y) = 4\ x+— | 2xdx+4d | x+— | |~ |'dy
2y 2y 2y
3 3
df(x,y) = 8x- xz+i -dx—g- x2+i -dy
2y y 2y

Berechnen Sie das totale Differenzial der folgenden Funktionen mit drei Variablen:
i) f(x,y,z) = x-y -zt o
df(x,y,z) = (2x-y3~z4)-dx+(3-x2~y2oz4)-dy+(4-x2-y3-z3)-dz

i) f(x’ y,Z) — ex4+y2+zs N
df(X,y,Z) — 4x3 .ex4+y2+z3 -dx+ 2y .ex4+y2+23 dy +322 _ex4+y2+z3 ,dZ
df (x,y,z) = et (4x3 cdx+2y-dy+3z2° -dz)

W  f(xyz) = ¥z o

df (x,y,z) = 25\7% 23\/% %-dz
) f(xyz) = In(x-y’z) N

df (x,y,z) = %'dﬁ%'dw;:—jﬁj'dz

df(x,y,z) = %-dx+%-dy+é-dz

Ermitteln Sie das totale Differential der gegebenen Funktionen im Punkt P:

m) f(x,y) = X +4x’ P(x,y,f) = (2|3|f)

df (x,y) = (3x2+4y2)-dx+8xy-dy
22y df(23) = 48-dv+48-dy = 48-(dx+dy)



0 flny) = ‘;— P(xy.f) = (1]2]f)

df(x,J/) = (3)62 " +%j-dx—i—f-dy

RS df(1;2) = (3e+1)-dx—1-dy = (3e+1)-dx—dy

Teil 2: Implizite Funktionen

Bilden Sie die 1. Ableitung der implizit gegebenen Funktionen.

a) X’ +5x-y-1 = 0 — Ezy'(x)
_ 2
— ﬂ—y'(x) = L = - 2X°+5 = —-2x"+5
dx /, -1

b) x-el=2y-e+2 = 0 —> ﬂ:y‘(x)

dx
d 3x?-e’ =2y-e"
- _y:y'(x) - _A - 7 3y yx
dx i el =2.¢
<) 6x>—0,5y°+10 = 0 — d—yzy'(x)
’ dx
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v _ 2. u
o ﬂzv'(u) _ _ _ eyt
du £, u-e" =2v-e' +u
2 db '
e) In(ab)-b*-Ina+a-nb = 0 — d—zb(a)
a
g—bz-lJrlnb l—b2~l+lnb
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2x*+3y° +4zt = 0 » —=z'(x) und —==z'
f y -=2'(x) x ()
d. 4
> Ser(n) = ko 2o L
dx /. 16z 4z
dz | / 6 3
T
dy /. 16z 8z
Teil 3: Grenzrate der Substitution
a)
Gegeben sei die Produktionsfunktion f(x,y) = 0,5-x0’4'y°’6 mit dem Produktionsniveau
f=16 [ME].

Bestimmen Sie die Grenzrate der Substitution an der Stelle x = 32.

Berechnung y f (32, y) — 0’ 5 . 320,4 . y0,6 — 16

—— Y= —3?;4 — P =32" 5 y=32
] 0 1 1
Berechnung GRS‘) ﬂ - _ L - _ 5 XO’G - _ 5 Y x=y=32 > — 5 — _l m - _
dx f 3 X 3 3 5 13
y E. 04 E X E'32
y

Um das Produktionsniveau von f = 16 bei der Faktoreinsatzkombination (x, y) = (32 ; 32) zu erhalten, muss im

Fallvon Ax=-1 — Ay =§ und umgekehrt gelten bzw. erfiillt sein.




b)
08 .06
Gegeben sei die (ordinale) Nutzenfunktion U (X, y) = 2.x"- Y mit den verflgbaren

Konsummengen x = 24 [ME] und y = 32 [ME].
Bestimmen Sie die Grenzrate der Substitution und interpretieren Sie den erhaltenen Wert.

Berechnung u S U (24, 32) — 2 . 240,8 . 320,6 — 203’ 37

u(x,y) = 2.x0%.,08 7
0,6
y 1,6-2—
Berechnung GRS _y:_”_x:_ X — _1’6y x=24 _1’632 = _ig = _E
N L2-x 7727 1,2-24 324 9
> 0,4
o

Um das Nutzenniveau von u = 203,37 bei der Faktoreinsatzkombination (x, y) = (24 ; 32) zu erhalten, muss im

Fallvon Ax=-1 — Ay= % (Konsumanstieg) und umgekehrt gelten bzw. erfillt sein.
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c)

Gegeben sei die (ordinale) Nutzenfunktion U (a, b,c, d) = 2-Jab+8vbc + \/E

Das erzielbare Nutzenniveau U ergibt sich aus den verfligbharen Konsummengen a = 20 [ME], b=20 [ME],c=5
[ME] und d = 25 [ME].

Um wie viele Einheiten muss c.p. der Konsum des 2. Gutes b gesteigert werden, wenn vom 3. Faktor eine
halbe Einheit substituiert werden soll, das erreichte Nutzenniveau allerdings erhalten bleiben soll?

u(a,b,c,d) = 2-\/%+8\/E+\/g -
eredmmngn_y -y, (20;20;5;25) = 2-4/400 +8V100++/25 = 40+80+5 = 125

a 4.c

a C
2. +8-
Berechnung GRS % _ ub _ 2\/% 2\/% — _ \/E \/E

¢ g.
2-Jbe Jbe
a c 1
de _\fb“"\g _ﬁ”'ﬁ 1+2 3
db
4.\P
C

¢=3 4.4 8 8
Um das Nutzenniveau von u = 125 bei der Faktoreinsatzkombination (a,b,c,d) = (20 ; 20 ; 5 ; 25) zu erhalten,

A4

Berechnung GRS

A4

mussim Fallvon Ab=-1 — Ac =% (Konsumanstieg) und umgekehrt gelten bzw. erfiillt sein oder

Eine Einheit von Gut 3 (=c) wird durch Ac=—-1 — Ab =§ von Gut 2 (= b) substituiert.

Anlage:
Folgende Anwendungen sind hieraus méglich:

= Ableitung impliziter Funktionen

= Grenzrate der Substitution einer Produktions- oder Nutzenfunktion

Ableitung von Funktionen in impliziter Form mit f ()C1 ,» X, ) =0

df = i-dxﬁri-dxz = 0 —By

axl axz
9
0 _ af n 8f ) dxz GRS N GRS — % - axl = — f;cl
8x1 8)(?2 dxl dxl 1 j;cz



