Das Leontief-Modell

Formeln als Grundlage:
Inputmatrix A bzw. technologische Matrix T aus der Input-Output-Tabelle

1 T-X + Yy = X
@ Yy = x — T-x = (E-T)-x
X

= ( E-T ) - : ; mit Leontief-Inverse ( E-T ) -

Produktionsvektor x geben.
Wir wissen, dass sich der Produktionsvektor wie folgt berechnet:
(%) (X +Ep+Xp+V )

(3)

X=|Eq |=| X +Epn+Eng+V,
\X3 ) \ X3 +Xp+Xy;+Y; )
und durch etwas Umformung erhalt man:
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i) VX3 +Ep +E;3+Vs Xy +Xpn+Xu) \¥i) Xn X Xu)\l) \y)
Marmiz A
und jetzt den letzten Term noch etwas umgeformt:
¢ A
Xy XEp X
" n X X Y e )
B . X . % ¥1
=[x, =2 2 Bl + v = x=T x+y
) LS L]

X5 ) ) \Ys)
By Xp XKy
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Miariz T

Die Matnx T heilit fechnologische Matrix oder Input-Matrix. S1e gibt den fiir den
Produktionsprozess notwendigen Input an. Die Koeffizienten von T werden auch als
Produktionskoeffizienten bezeichnet.

Die Elemente der Matrix T geben an, wie viele Emherten von emem Sektor fiir jede Einheit
eines anderen Sektors bereitzustellen sind, damit der wechselseitige Bedarf gedeckt wird.

Anmerkung: Invertierung von Matrizen => Verfahren iiber die adjungierte Matrix
(1) Unterdeterminanten fiir die jeweiligen Positionen bilden
(2) Transponieren der Matrix
(3) Vorzeichenschema entspr. der Laplace-Entwicklung anwenden
+ - 4+
J— + —_
+ - 4+

(4) Ergebnis-Matrix mit Kehrwert der Determinante multiplizieren



Aufgabe 1

[01] Drei Zweigwerke eines Unternehmens sind nach
dem Leontief-Modell miteinander verbunden. Der
dabei entstehende Materialfluss wird durch
nebenstehende Tabelle angegeben. Bestimmen
Sie die Inputmatrix, sowie die Leontief-Inverse.

A B C | Markt
60 30 10 50
24 40 25 11
20 5 20 5

Lésung:
60 30 10
60 30 10 ;;[123} 1252 128 gg 0.4 03 02
A=|24 40 25 0) =1 = 1016 0,4 0,5
0 5 20 150 100 50 ,
20 5 2 — 005 04
150 100 50 15
100 04 03 02 ~0,3 -02
E-T = |0 1 0| - |016 04 05| = |-016 06 —0,5
001 2 0,05 0.4 ~ £  _0,05 0,6
15 15
-1
06 -03 -02 2,49 141 2,01
(E-T)" = |-016 06 -05| = |121 2,48 2,47
2 505 06 0,65 052 232
15
2.488855869 1.411589895 2.005943536
#7: 1.208519068 2.476473501 2.466567607
0.6537890042 0.5200594352 2.317979197
3 3 1 -1
FEET
4 3 1
#8: - — N -
25 5 2
2 1 3
el

#9:

[ 1675 950 1350

673 673 673

2440 5000 1660

2019 2019 673

440 350 1560

673 673 673 |



[02] Drei Zweigwerke A, B und C eines |A B C |Markt|Gesamt
Urjlte_rnehmens sind nach dem_Leontief-Mc:-de_Il Al45 125 100 90
miteinander verbunden. Bestimmen Sie die
Parameter x, y und z sowie die Technologie- B 160 100 y | 120 300

X

Matrix aus der Tabelle. C|z 150 80 | 15 320
Lésung:
x =360 y=20 z=75
45 125 100 1 5 5
45 120 100 ;z[gggj 360 300 320 8 12 16
A=|60 100 20 w , |9 0 _ Ll lh g
75 150 80 360 300 320 6 3 16
75 150 80 5 1 1
360 300 320 24 2 4
Aufgabe 2
[01] Ein Betrieb umfasst drei Zweigwerke. Jedes A B c X

dieser Zweigwerke bietet ein Produkt an, das a 40 | 120 | 16 | 200
sowohl flr den Markt, aber auch fur die jeweils g 60 | 30 | 48 | 300
zwei anderen Zweigwerke und den eigenen
Bedarf produziert wird. Die Glterstréme in ME
und die Gesamtproduktion X werden durch das
folgende Input-Output-Diagramm dargestellt.

a) Bestimmen Sie die Marktabgabe Y!

b) Wie dndert sich der Konsumvektor, wenn sich die Produktion von C um
50% erhdht und die von B sich um 50% verringert?

c) Wie muss die Produktion der Zweigwerke gewahlt werden, wenn
insgesamt 603 ME an den Markt abgegeben werden und die Marktabgabe
aller Zweigwerke gleich groB sein soll?

80 &0 16 160

LOosung:
A B C Markt v. Gesamt x. Y
A|140 120 16| y,=200-17/6=24 200 -
— y=|162
B|60 30 48|y,=300-138=162 300 4
C|8 60 16| y,=160-156=4 160
Technologiematrix:
40 120 16
40 120 16 ;{233} 200 300 160 0.2 04 01
A=|60 30 48 CLVEEN 60 30 48 _ 03 01 03| =T
200 300 160
80 60 16 80 60 16 0,4 0,2 01
200 300 160



Neuer Gesamtproduktionsvektor: X= (200 150 240)T

y = x - T-x = (E-T)x

200 0,2 0,4 0,1) (200 1 00 0,2 0,4 01 200
y = (150 - |{0,3 0,1 0,3|-[150| = o 10| -103 01 03(}:1150
240 0,4 0,2 0,1)1\240 0 0 1 0,4 0,2 01 240
0,8 -04 -0,1) (200 76
y = |(-03 09 -03||150] = | 3
-0,4 -0,2 0,9 240 106
- T
Neuer Markt-/Konsumvektor: y= (201 201 201)
x = (E-T)'y
08 -0,4 -01 (201 . 375 190 105) (201 670
x = |-03 09 -03| -|201| = 201 195 340 135(-|201| = |670

-0,4 -0,2 09 201 210 160 300) | 201 670



[02] Der  Materialfluss  von  drei  miteinander

verflochtenen Zweigwerken wird durch
nebenstehende Tabelle beschrieben.

a) Bestimmen Sie die Inputmatrix Al

b) Eine Agentur schatzt, dass der Bedarf fiir die
Produkte der drei Werke am Markt bei
y=(60 10 235)" liegen kénnte. Welche ME

mussen die Werke dafiir produzieren? Lés: x= (500 600 450)7
c) In einem beliebigen Produktionszeitraum schatzt ein Manager der
Konkurrenzfirma, dass die Produktion der Zweigwerke eine Menge von ca

x=(60 80 100)" annehmen musste.
Nehmen Sie Stellung zu dieser Aussage.

Losung:
70 182 378
o 7|90
A=|280 182 378 DN -0 910 630
0 182 63 70 182 63
700 910 630
1 0O 01 0,2 0,6 09 -0,2
E-T = |01 0/-/0,4 0,2 06| = |-0,4 0,8
0 0 1 01 0,2 01 -0,1 -0,2
- T
Neuer Markt-/Konsumvektor: y= (60 10 235)
x = (E-T) "y
5 5 5
0,9 -0,2 -0,6)" (60 3 6 3|rg0
x = |-04 08 -0,6| - 10 = Z é E 10
-01 -0,2 0,9 235 6 12 6 235
’ ’ ’ 4 5 16
9 9 9
Neuer Gesamtproduktionsvektor: X= (60 80 100)T

y = ; - T-; = (E-T)-x

-0,2 -0,6) (60 —-22
y = —04 -06(-18 | = |-20
-0,1 —02 0,9 ) (100 68

Losung nicht realisierbar wegen negativer Marktabgaben!

A B C Y
70 182 | 378 70
280 182 | 378 70
70 182 63 315

0,1 0,2 0,6

0,4 0,2 0,6

01 0,2 01

-0,6

-0,6

0,9

500
600
450



Aufgabe 3

Drei Zweigwerke A, B und C eines |'3'31 |'ﬁ':'1
Unternehmens sind miteinander nach dem a0 -
LEONTIEF-Modell verflochten. Das Diagramm Em - Xy E
stellt die Verflechtung dar (Angaben in

Mengeneinheiten).

[01] Bestimmen Sie die Inputmatrix. rxﬁ‘*

[02] In einem friheren Zeitraum betrug der —30
Marktvektor: y=(410, 450, 50)'. 30| C |100] <—10
Berechnen Sie den  zugehdrigen ! Y1 lrm 160
Produktionsvektor x, und stellen Sie die
Verflechtung in einer Tabelle dar. Markt

Losung:

A B C Markt . Gesamt x;

A 80 30 30 y, =200-140=60 200

B | X, =150-130=20 60 10 60 150

C 0 30 X, =100—70=30 40 100

80 30 30
80 30 30 ;{fﬁﬁ} 22000 1653 11000 04 0,2 0,3
A=|20 60 10 2 =101 04 01| =T
0 30 30 200150100 0 0,2 0,3
0 30 30 ’ ’
200 150 100
1 00 0,4 0,2 0,3 0,6 -0,2 -0,3
E-T =|010|-/01 04 01| = |-01 06 -01
0 01 0 02 03 0 -02 0,7
- T
Neuer Markt-/Konsumvektor: y= (410 450 50)
x = (E-T)'y
0,6 -0,2 -0,3 (410 20 10 10 (410 1200
x =1-01 06 -01| -450| = ﬁ 3,5 21 4,5|-450| = |1010
0 -0,2 0,7 50 1 6 17 50 360

Berechnung der neuen Verflechtungswerte/matrix:

1200
0.4 0,2 03 ;:[1010} 480 202 108

360

T=/01 04 01| —®J) 5 1120 404 36| = A,
0 02 03 0 202 108



[03] Inder Urlaubszeit soll in den Sektoren wegen eingeschrankter Personalsituation weniger
produziert werden: A soll 20 ME und C soll 30 ME herstellen.
Zweigwerk A erzielt auf dem Markt einen Erlés von 1.000 GE pro ME — hat aber auch mit
Kosten von 100 GE zu rechnen. Werk B erzielt 700 GE je ME und hat Kosten von 300 GE je ME;
bei C liegen die Herstellkosten bei 250 GE je ME, wahrend der Erlés auf 550 GE je ME taxiert
werden kann.

a) Zeigen Sie, dass der Gewinn des Unternehmens unabhangig von der Produktionsmenge
von B ist.

b) Welche ganzzahligen Produktionsmengen sind in Zweigwerk B moglich, wenn die Marktabgabe
0konomischen MaRgaben bzw. der Sachlogik 6konomischer Problemstellungen entsprechen?

Lésung:
Neuer Gesamtproduktionsvektor: ;:(20 b 30)T
Marktabgabe-/Konsumvektor:
Yy = X — T-x = (E-T)-x
1 00 0,4 0,2 0,3 0,6 -0,2 -0,3
E-T = |010|-/01 04 01| = |-01 06 -01
0 01 0 0,2 03 0 -0,2 0,7
0,6 -0,2 -0,3)(20 3-0,2b
y = |-01 06 -0Ll|b| = |06b-5
0o -02 0,7 30 21-0,2b

Berechnung des Gewinns:

3-0,2b ) (1.000-100 3-0,2b ) (900
G = | 06b-5 || 700-300 | = | 0,6b-5 |-| 400
21-0,2b ) \ 550-250 21-0,2b ) { 300

G = 2.700-180b+240b-2.000+6.300—60b = 7.000
Produktionsmengen(grenzen) fiir B:
Bedingungen: Mengen von A, B und C an den Markt miissen mind. 0 ME und ganzzahlig sein

Komponentenweise Berechnung in den Zweigwerken:
Menge von Zweigwerk A: (3-0,2b)-900>0 — 2.700-180b>0 — b<15

Menge von Zweigwerk B: (0,6b—5)-400>0 — 240b-2.000>0 — bZS% — b>9

Menge von Zweigwerk C: (21-0,2b)-300>0 — 6.300-60b>0 — b<105
= be{9;10;11;12;13;14;15}



[04] Nach einer Umstellung des Produktionsverfahrens ist eine neue Inputmatrix A

0,4 2-0,004t2 0,3

gegeben durch A: = (0,1 0,4 0,1
0 0,1(t-2) 0,6

Dabeiistt €[ 6 ; 12 ] ein technologieabhdngiger Parameter.

Es ist die Produktion x = ( 40t 10t 12t )" geplant.

Fur welchen Wert von tist die Summe der Marktabgaben aller drei Zweigwerke

am kleinsten?

Lésung:
%

Neuer Gesamtproduktionsvektor: X= (40t 10t 12t )T
Neue Technologiematrix:
0,4 2-0,004t> 0,3
T, = (01 0,4 0,1
0 0,1(t - 2) 0,6

1 00 0,4 2-0,004t> 0,3 0,6 0,004t°-2 -0,3
E-T=/0 1 0|-|01 0,4 01|=/-01 0,6 -01
0 01 0 0ou-0,2 0,6 0 0,2-0,t 0,4

0,6 0,004t*-2 -0,3) (40t
y=(E-T)-x=/-01 0,6 ~0,1 || 10t
0 02-01t 04 )12t
40t-0,6+10t-(0,004t” - 2)+12t-(- 0,3)
y=| 40t-(-0,1)+10t-0,6+12t-(-0,1)
40t-0+10t-(0,2-0,1t)+12t-0,4

24t +0,04t% — 20t — 3,6t
y= —4t+6t-1,2t
0+2t—t*+4,8t

0,04t +0, 4t
y = 0,8t _Summe o 0,04t% +0,4t + 0,8t —t2 + 6,8t
~t? +6,8t

y(t)=0,04t> —t* +8t

2+,/4-384 2+0,4
0,24 0,24

y'(t)=012t>-2t+8=0 — t, =

tl=ﬁ=1o t2=—:—:6_
0,24 0,24 3 3

35

y"(t)=0,24t-2 —"3 5 y"(10)=0,4>0—> Min
y'(t)=0,24t-2 —= y"(z—:j:—0,4<0—>Max



Aufgabe 4

Die drei Zweigwerke A, B, C eines Unternehmens sind nach dem Leontief-Modell

12 16 9|
miteinander verflochten.  Gegeben ist: (E-A)*= —-| 6 28 12‘
112 36 24

[01] Berechnen Sie die Inputmatrix A.

[02] Wieviel Mengeneinheiten muassen in den einzelnen Zweigwerken produziert
werden, wenn mit einer Nachfrage von y=(60 90 200) gerechnet wird?

[03] Es ist ein neues Produktionsverfahren geplant. Dadurch &ndern sich die
Elemente der Inputmatrix A. Die Lieferanteile aus den drei Zweigwerken an
Zweigwerk A verdoppeln sich, die an B werden halbiert, der Lieferanteil von A
an C bleibt unverdndert. Zweigwerk B produziert 200ME und Zweigwerk C
doppelt so viel wie A. Es wird die Nachfrage y=(60 80 1207 erwartet.
Bestimmen Sie den Lieferanteil des Zweigwerks B an C, den Eigenverbrauch
von C, sowie den Produktionsvektor.

[04] Fur die nachsten 50 Produktionswochen wird das urspringliche
Produktionsverfahren aus Teilaufgabe b) beibehalten. Der wdachentliche
Nachfragevektor hangt von der Nummer x der Produktionswoche wie folgt ab:
v, = 28In(x) 3x 2| mitxz2.

In welcher Woche muss im Zweigwerk B am wenigsten produziert werden, um

die Nachfrage befriedigen zu kénnen? Ab welcher Woche wird der
Produktionszuwachs im Zweigwerk B abnehmen ?

Losung:
. 12 16 9 0,8 -0,2 -0,2 0,2 0,2 0,2
(E—T)‘lzg 6 28 12|—=> 0 06 -03|—5->0 04 03|=T
12 36 24 -0,4 -0,8 0,8 0,4 0,8 0,2
- T
Markt-/Konsumvektor: y= (60 90 200)
x = (E-T) 'y
12 16 9 60 660
x:%62812-90:880
12 36 24) {200 1.460
Neue Input-/Technologiematrix: Neuer Markt-/Konsumvektor: Neuer Produktionsvektor:
0,4 01 0,2 60 a
- -
Tneu = 0 Oi 2 t23 = & y = 80 X = 200
X
X3 120 2a
0,8 04 t,=-2

<
oS



y = (E-T,)X
1 0 0) (04 01 0,2 06 -01 -0.2
E-T,, = |0 10/-/0 02 t,| =] 0 08 -t,
00 1) (08 04 t, 0,8 -0,4 1-t,
06 -01 -02)( a 60
y =| 0o 08 -—t,||20]| = |80
~0,8 -0,4 1-t,) | 2a 120
400
1) 0,6a-20-0,4a=60 — a=400 — Xx = |200
800

X
t.=2

II) 160-800t,,=80 — t,=01 — > x, =80

X33
tyg=—"

II) —320-80+800—-800t,, =120 — t,=0,35 — % X, =280

Technologiematrix: Markt-/Konsumvektor:
0,2 02 0.2 (12 16 9 28-In(x)
T= 0 04 03] und (E—T)‘lzg 6 28 12 y=| 3x | mitx=2
0,4 0,8 0,2 12 36 24 105-x7*
56In(x)+8x+g
12 16 9| 28-In(x) ;X
x = (E-T) "y - x = % 6 28 12| 3x = | 28In(x)+14x+ 22
X
12 36 24 105 420
X 56In(x)+18x+—
X
Betrachtung Zweigwerg B:
Xg = 28In(x)+14x+@
X
Xg' = §+14—2—120 = 0 — 14x*+28x-210 = 0 —» x =3 und x,=-5
X X
X, " = —2—§+4—230 —52 5 %,"(3) = _2BLA0 i S Min(3 | 142,76)
X X 9 27 9
Abnahme Produktionszuwachs:
Xg" = —2—?+4—230 = 0 —» 420-28x = 0 —» x=15
X® X
v 2 SO0 o g L SO 10 B
X X 15° 15 3375



Aufgabe 5:
Die drei Zweigwerke p, Q und R eines Unternehmens sind untereinander in folgender Form verflochten und es
gibt folgende die im Gozintographen dargestellten Marktabgaben:

Q' X, =160 |
- .' \
\ Zu A \\* N30 ?n/'/’;. -
- -\ “I(
nﬂ. Lm\‘x / fH}ﬂ

*-'-|P Kp =

! R: x, = 200

IIII _{ ¥ \\' K

l Y, S |
’._____..__ — Warh J

a) Bestimmen Sie die Inputmatrix A und erstellen Sie die Input-Output-Tabelle

N
.
b) Zu einem bestimmten Zeitpunkt war der Marktvektor Y = (57 26 60)

5
Bestimmen Sie den zugehérigen Produktionsvektor X

c) Berechnen Sie den Wert fiir t, bei dem die Summe der Marktabgaben alle drei Zweigwerke
maximal ist, wenn nachfolgende Umstellung des Produktionsverfahren durchgefiihrt wurde:
Nach einer Umstellung der Produktion kann das Verfahren gemaR folgender Technologie-/Inputmatrix
dargestellt werden:

0,2 0,1t* 0,2
T(t)=| 0 01t 01| mitte[0,5;3]und te R als Technologieparameter
0 04 01
Fir die Produktion ist folgendes Volumen vorgesehen: ; = (200 40t fl.OO)T
Lésung:
P Q R Markt . Gesamt X,
P | x,=100-100=0 10 40 50 100
Q 0 40 X,, =160-140=20 100 160
R 30 20 20 y, =200-70=130 200
o 10 4
0 10 40 ;_[iggJ 160 200 0 0,0625 0,2
A=l 0 40 20| — | g A0 200y 505 g1] -7
30 20 20 160200 0,3 0,125 0,1
30 20 20 ’ ’ ’
100 160 200




Markt-/Konsumvektor: ; = (57 26 60)T

1 00 0 0,0625 0,2 1 -0,0625 -0,2
E-T = [0 1 0|—-| O 0,25 01| = 0 0,75 -0,1
0 0 1 0,3 0,125 0,1 -0,3 -0,125 0,9
1 -0,0625 -0,2 o . 1060 130 250
(E—T)f1 = 0 0,75 -0,1 = 988 48 1344 32
-0,3 -0,125 0,9 360 230 1200
. 1060 130 250 ) (57 80
x = (E-T) .y — x = ac| 48 1344 32 26| = | 48
360 230 1200/ {60 100
Neuer Produktionsvektor: ;() = (200 40t 100)T
0,2 0,1t> 0,2 1105 3]und
mi 5:3lun
Neue Technologiematrix: T(t)z 0 01* 0,1 E[ ]

t e R als Technologieparameter
0 04 01 giep
1 0O 0,2 01t> 0,2 0,8 -01t*> -0,2
(E-Tp)-x und (E-T,)=|0 1 O|-| O ONU* O1|=| 0O 1-0t* -01
0 01 0 04 01 0 -04 0,9

< |
Il

0,8 -01t> -0,2) (200 140 — 4¢3
y = | 0 1-01t2 —01||40t| = |-4t+40t-10
0 -0,4 0,9 100 90-16t
Summe Marktvektor:

y = 140—4t3+(—4t3+40t—10)+90—16t — —8t3+24t+220
y' = —24t°+24 = 0 > |t| = 1
y' = —48t —25 y"(1) = -48<0 — Maxbeit=1

N 3
Ve = (136 26 74)" 2, Ny =236
i=1

Kontrolle Randwerte des Intervalls:
139,5 32

3 -
y(t=05)=| 95 | —™ 5 »'y =231 und y(t=3)=| 2 | "5 >y, =76
82 = 42 =



