Ubungsblatt:

Matrizen und Determinanten

Mathematik
Jurgen Meisel
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Berechnen Sie nun folgende Ausdriicke:
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-1 2 1
K+2H =| 0 [+|3 -1 nicht moglich wegen Formatunterschied
2 4 3
Bestimmen Sie die Produkte
a) A*CT b) CT*A c) H*C d) C*H e) D*A
f) D2 g) H*D h) F*G i) E*A i) A*E
Losungen:
1 t
1t A-CT 4 2
Ao 1 24 |- 1 1] (5 t+8
-2 1t 2-t 2-t
-1 1 1 2 4)|(1+8+(-4) t+4+4
-2 1t —2+4-t -2t+2+t
Formatprobe: (2 ]3)-(3]2)=(2]2)
: 1 2 4
C -A
1 t -2 1 t
1 2 4
C'-A=| 4 2 [ 5 1 tj: 1-2t 2+t 4+4t°
-11) 0 10 16+2t
11 3 -1 -4+t
Formatprobe: (3]2)-(2]3)=(3]3)
1 4 -1
H-C
1 t 2 1
He=ls —1|{t * Yoz 1 2+t 10 -1
t 2 1
3 3 -1 3-t 10 -4
4 3 4+3t 22 -1
Formatprobe: (3]2)-(2|3)=(3]3)
2 1
2 1 H-C 3 -1
1 4 -1
C-H= 13 -1|= 4 3
t 2 1
4 3 1 4 -1 10 —6
t 2 1 2t+10 t+1

Formatprobe: (2]3)-(3]2)=(2]2)




1 2 4

DA ( ]

2 1\(1 2 4 -2 1t
D'A= . =

-1 4)(-2 1 t 2 1 0 5 8+t

-1 4)|\-9 2 4t-4

Formatprobe: (2 ]2)-(2|3)=(2]3)

2 1 ) 2 1)(2 1 3 6 . , (4 1
Achtung: D= - D= . = bitte nicht : D* =
-1 4 -1 4)(-1 4 -6 15 1 16

2 1
H.-D
1 -1 4
2 1
H.-D=|3 —1-[14}2 1
4 3]\ 3 —1|[]7 -1
4 3 5 16

Formatprobe: (3]2)-(2]2)=(3]2)

F-G — Formatprobe: (2 |3)-(2 |3)— nicht méglich

Besonderheit bei der Multiplikation mit der Einheitsmatrix E:

1 00
1 0 0 A-E 010
A-E:(_lz i g 01 0= 0 01
0 01 (1 2 4j [1+O+O 0+2+0 O+O+4]:[l 2 4j:A
-2 1t -2+0+0 0+1+0 O+0+t -2 1t

Formatprobe: (23)-(3]3)=(2]3)

Matrix ist E ein neutrales Element bezliglich der Multiplikation.

(1 24}
E-A
EA_lO 1 2 4) -2 1t
0 1)(-2 1 t) (1 0)[(1+0 240 4+0)_(1 2 4)_
0 1)/l0-2 0+1 0+t) (2 1 t)

Formatprobe: (2]2)-(2|3)=(2]3)

= A*E=E*A=A

Wo gilt die binomische Formel und wo nicht? Warum?
k) (A*CT+D)> = (AC")?+2AC'D+D?
) (D+E)?> = D?+2DE +E?



Losung:
k) (A*C"+D)?

(ACT)? + 2AC™D + D?
(A * CT+ D)2

(A*CT+D)*(A*CT+D) = (ACT)2+AC™D + DAC"+ D?

Aufgabe k) ist so nicht moglich, da das Kommutativgesetz vorausgesetzt wird,
welches aber nicht grundsatzlich angenommen werden darf;

) (D+E)> = D?+2DE + E? ist korrekt

bei Aufgabe |) ist das Kommutativgesetz gliltig, da es sich um eine Multiplikation
mit der Einheitsmatrix handelt.

2.) Determinanten
4 3 5 —1‘ 0 o‘ ‘0,5 0,4‘
a) 2 7 b) 4 o) 2 -3 d) 0,3 0,2
a ab X2 x?
_ a+b)’ 2a%?’
0 I 9 1 b 2 x 1 ) (a+b) 2
-1 (a-b)
5 2 1 1 -1 1 1 00 111
-1 -1 -1 010 111
2 6 1 . 1 -1 1 0 0 1 111
i) j) k) 1)
1 Xy z 1 2 34
0 2 0 4 3 54
m) ) 3 2 -1 0) 00 2
Losungen:
4 3 5 -1 0 0
a) =28-6=22 b) =20—(—2)=22 c) =0
2 7 2 4 2 -3
0,5 0,4 ab a ab
d) =0,1-0,12=-0,02 e) =a-b f) =-2ab
0,3 0,2 11 1 -b
x® X
8) =0
X

(a+b)” 2a%?
| -1 (a-b)

- (a2 —b? )2 +2a%h? =a* —2a%h? +b* +2a%h% =a* +b*

—(a+b)’-(a-b)* +2a%? =[(a+b)-(a—b)] +2a%?

5 21 1 11
i) 3 0 4/=0+16+18-0-120-6=-92 ) -1 -1 -1 :—1+1+l—(—1)—1—1:O
2 61 1 -1 1



1 00 111
k) 1 0(=1 ) 111
0 0 111
Xy z
n) 2 0
3 2 -1

3.)

N B O

4 |=0+12y+4z—-0-8x—(—2y)=-8x+14y+4z

2 -4 0 0O
6 2 4
0 10
-3 6 0 0O
Losungen:
2 -4
5 _4 A-B 0 0
A-B:(6 2 4) 0 0 |= -3 6
010
-3 6 6 2 4 0 0
o)l oo
Formatprobe: (2 ]3)-(3|2)=(2]2)
6 2 4
2 _4 010
B-A=-{ 0 O (g i :D: -4 12 0 8
-3 6 0 0 O
-3 6 -18 0 -12
Formatprobe: (3]2)-(2]3)=(3]3)
0 0O
000 A-O 0 00
AO:(624].0002 0 0O
010
0 0O 6 2 4 0 0O
(o 1 o] 000

Formatprobe: (2 ]3)-(3]3)=(2]3)
A-E,=E,-A=A und B-E,=E,-B=B

=

Berechnen Sie die Matrizenprodukte AB, BA, AO, AE und EB fiir
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5.) Welche Matrix X ist mit der Matrix A= (

i

vertauschbar, so dass AX = XA gilt ?

M

Losung:
1 1
Ansatz : .
0 1

a b
c d

a b
c d

linke Seite 1 1 a b a+cC b+d |
—) . =
0 1)lc d Cc d a+c b+d
> e
rechte Seite a b 1 1 _ a a+b C d
“lc dJlo 1) ¢ c+d
[ a+c=a — c¢=0
b+d=a+b — d=a
—
c=cC
d=c+d
a b
Ergebnis: ( ) mit a,b e R
0 a
Probe:

1 1 ab_aa+b undab 11_aa+b
0 1)lo aJ (0 a 0 a)lo 1) (0 a
05 1

6.) Gegeben sei die Matrix ™~ a 05
Fiir welche reellen Zahlen a gilt
a)A+AT=E, b)A-AT=0, c) AA=A, d)aA+E <0,

wenn E die Einheitsmatrix und O die Nullmatrix von passendem Format sind.

Losung:
T 05 1 0,5 a 1 0 1+a=0
A+A =E — + =
a 05 1 0,5 0 1 a+1=0
T 05 1 0,5 a 0 0 l1-a=
A-A =0 - — = —
a 05 1 0,5 0 0 a-1=0

a a+b
c c+d

\J

\J

|



05 1 05 1 0,25+a 1 (0,5 1
A-A=A —> . = =
a 0,5 a 0,5 a a+0,25 a 0,5

0,25+a=05 —» a=0,25 05 1
%

a+0,25=05 —» a=0,25 0,25 0,5
Probe:

05 1)(05 1) (05 1
0,25 05)10,25 05/ (025 0,5

0,5 1 1 0 00 0,5a+1 a 00

a-A+E<O - a-: + < — ) <
a 0,5 0 1 0 0 a 0,5a+1 0 0
0,5a+1<0 — a<-2)
a<o0 _ : )
— , Widerspruch — keine Losung
a <0

0,5a+1<0 — a<-2]

7.) Inversen zu Matrizen: Bilden Sie jeweils die Inverse zu folgenden Matrizen
1 2 1 3 1 4 2 1
A= B = ) C= D=
-2 1 tt t 2 -1 4
1 2 0 1 3 t 1 4 t 2 1 2
F=-2 1 0 G=[t t* 0 H=|t 2 4 K=|-1 4
5 21 1 2t 1 11 2 1 0 2
Loésung:
3
t —— 1 -2
1 -2 4 -1
Alzl B—l_i t —1:L t 1 D—l_i
52 1 t—3_1 1 1-2t| —— = 911 2
2_
L3
(L 20 : 1t
Fi=ll2 1 0| etoot |1 By
5 9 8 &5 t°+t-3 t
S




0 1 2
t—2 2t
H?= i i E
8-t 8—t t—
1 3 2 — 4t
t—-8 t°-10t+16 t>—10t+16

8.) Gegeben sei das folgende LGS

[ER
|
N
—~
N

Fir welche Werte von t hat das LGS

(i) keine Losungen? (ii) eine Losung?

8 -2 t-8
K= 1 t+2 2 -2t-2
t+10
-4 1 9
t? -1
= 1
2—t

(iii) unendlich viele Lésungen?

Loésung:
1 -3t
Det|2t 1 8| = 2t°-8 = 0 —> t = #+2
1 -2t
— eindeutige Losung < t e R\{+2} — keineLosung < t = +£2
Probe fur t =+ 2 mit GauB3-Verfahren:
t=2:
1 -3 23 1 -3 2| 3 1_32‘Lw,d ]
L iderspruch wegen
4 1 8|1| ey o 13 of-11] —u's |0 1 0|-= P J
1 5 210 0 1 0 3 13 Il und Il
a B 0O 1 0| -3
t=-2:
1 -3 -2]|3 1 -3 -2|3 1 =32} 3 _
el -t 13 | Widerspruch wegen
-4 1 8 |1 —, 1o 11 0 (18] —2— [0 1 O0|-=
11 Il und I
1 -2 -2|4 0 1 0|1



_)

9. Gegeben seien die Matrix At und der Vektor bt

t-1 0 O -6
Ai= 1 t O und b,=| 2 | mitteR
0 1 t+1 t

a) Bestimmen Sie die Losung des inhomogenen LGS A3 X = b3 .

b) Worin unterscheiden sich homogene und inhomogene LGS?

Nennen Sie zwei Unterschiede!
- -

c) Fir welche Werte t € SR hat das inhomogene LGS At X = bt

keine Losung?
%

d) Geben Sie eine Losung fiir das zugehdrige homogene LGS A1 X =77 an.
Wahlen Sie dabei y als freie Variable.
Loésung:
hLGS: Ergebnisvektor ist der Nullvektor und es gibt immer mind. eine Losung.
t-1 0 O

Detf 1 t 0 | = (t-1)t:(t+1) = 0 —» t=%1 A t=0

0 1 t+1
— eindeutige Lésung < t e R\{£L0} — keineLosung < t e {£10}

A(xy Z)T = (-6 2 3)T - (x vy z)T = (—3 g %)T

Ay 2 = (000 > Gy 2 = [-yy -3y mityen

10.) Gegeben sind die Matrix Ak und der Vektor bk durch

k 2k 1 2
Ac=| 2 0 -1| b =k-1

u

-k 3k k k



a) Ermitteln Sie die Determinante von Ak .
- -
b) Fiir welche Werte von k hat das LGS Ak X = bk
(i) keine Losung? (ii) genau eine Losung?
(iii) unendlich viele Losungen?
- -
c) Bestimmen Sie die Losung fiir Ag - X = bo .
Losung:
k 2k 1
Det=| 2 0 -1| = k*+6k = 0 > k=-6 A k=0
-k 3k k
— eindeutige Lésung < k e R\{-6;0} — keineLésung < k = (-6)
— ow-—vieleLésung < k = 0
Probe fir k =—6 und k =0 mit Gau3-Verfahren:
k=0:
00 112 ) 00 1 2 0 0 1| 2
2 0 -1|-1| —"5 |1 0 -05|-05| —"s , |1 0 0]0,5
0 0 01O 0 0 0 0 0 00O
— 5 (x Y z)T = (05 y 2) mityeR < AO-;:tTO
k=-6:
1 9 1)1 1 2 N
6 -12 1| 2 1 5173 g 13;
2 0 -1|-7| —&5 [2 0 -1|-7| —ta, 0 -4 2|7
6 -18 —-6|-6 6 -18 -6|-6 0 -30 -5 4
1 2 il 10 -] 1L
3 2
. Widerspruch wegen
—s o1 ST e 0L o D e
6 | 12 * 6 12 Il
0 -30 -5|-4 0 0 0 |—-435

Quelle fir online-LGS: http://www.juergenmeisel.de/schule mathe themen/lin algebra/lgs/Igs.html



http://www.juergenmeisel.de/schule_mathe_themen/lin_algebra/lgs/lgs.html
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Zusatzaufgabe: Gegeben sind die Matrix C « und der Vektor d

2 k+2 2 4
C.,=|-3 1 k-1| mitke®R und  d=|-2
k -1 -2 2
3 S
a) Fur welchen Wert von k, ist der Vektor ;:1 4 | eine Losung der Gleichung Ck X=d?
4 -3
- -

b) Fir welche Werte von k hat das inhomogene LGS C, - X = d

(i) keine Losung?  (ii) genau eine Losung? (iii) unendlich viele Lésungen?
_)

N
c) Geben Sie eine Losung fur das LGS C,-X=d

T

d) Der Vektor W ist definiert durch: Vsz(l 1 1)-C,-C_,. Ermitteln Sie den Vektor W
Loésung:
2 k+2 2
Det=|-3 1 k-1| = k’+k’-8k-12 = 0 - k=-2 A k=3
k -1 -2
— eindeutige Lésung < k e R\{-2;3} — keineLosung < t = (-2)
— oo—vieleLdésung < t = 3

Probe fir t=—2 undt =3 mit GauRk-Verfahren:

t=3:
2 5 2 4 ) 1 25 1 2 1 25 1 2
31 2 |-2| 25 |-3 1 2 |-2| —, o 85 5|4
3 -1 -2| 2 3 -1 -2 2 0 -85 -5|-4
8 |14
10 ——|=
1 25 1 2 125 12 17 |17
2 £|| 10 8 I—EII 10 8
> |0 85 5| 4 > |01 S i 01 = 1=
i 0 _85 _5|_2 ! 17 | 17 17 |17
I 0 0 00 00 0 |O

-

Lowng_,(x z)T = %(14+82 8-10z 17z) mitzeR < cﬁ:d

t=-2:
1 Ll Widerspruch wegen
3 1 -3|-2| 2% |-3 1 -3|-2| = o 1 04 Il und 111
u
—2 -1 -2| 2 -2 -1 -2]2 0 -1.07¢

W o= (3k=6 k+2 2k-4)



