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Klausur QR-Methoden (12.06.2023)

(1) Matrizen und Vektoren: Ubergangsmatrizen & Statisches Gleichgewicht

' Das Unternehmen MAH-ROB GmbH produziert u.a. verschiedene Typen

von Mahrobotern.
[ Bisher war die MAH-ROB GmbH nur im Bereich Norddeutschland als An-

§ bieter auf dem Markt und méchte ihr Geschaftsfeld auf den Vorderpfal-
. 2 zer Bereich erweitern. Natirlich befindet man sich in Konkurrenz zu an-
deren Unternehmen und hat auf der Basis von Marktuntersuchungen folgendes Wechselverhalten
im Turnus von drei Jahren ermitteln lassen:

a) Erstellen Sie aufgrund der Inversen Matrix U die Ubergangsmatrix U

-24 96 -04
ut = 6,2 -98 0,2
-28 12 12
Losung:

0,3 0,3 0,05 1 00
U={0,2 01 0,05 Uut =E =010
Probe:

05 06 09 0 01

b) Die aktuellen Marktanteile belaufen sich auf: (A)alkauf: 2a (B)ragdiger: 3a (M)AH-ROB: 0

Bestimmen Sie daraus den Verteilungsvektor [, und den Wert fiir a bei insgesamt
2.000 Kunden.

2a 800
Losung:  Po=| 38| —=E%5 p/=[1200| mita=400
0 0

c) Mit welchen Marktanteilen istin 3 (é E) bzw. 6 (é E) Jahren bei dem angenommenen

Wechselverhalten zu rechnen?

U-pp=p —

0,3 0,3 0,05)0,4) (0,3
0,2 01 005(06|=014|=p,
05 06 09 ) 0) |0,56

Lésung:
U?.p,=p, oder U.-p=p, —
0,3 0,3 0,05\ 0,3 0,16
0,2 0,1 0,05( 0,14 |=| 0,102 =p—2
0,5 0,6 0,9 ){0,56 0,738



d) Ermitteln Sie den Vektor P_; und kommentieren Sie das Ergebnis kritisch.

Lésung:
0,3 0,3 0,05]0,4 48
U-p,=p, —=m, |02 01 0,05/06| > p,=|-34
05 06 09| 0 0.4
oder
24 96 -04)(04 4,8
Up,=p —2 5 p,=U"p, > p,=| 62 -98 02 |06 = |-34
-28 12 12 0 -0,4

Das Ergebnis ist nicht moglich, da die Komponenten groRer als 1 und negativ sind.

Langfristig wiinscht sich (M)AH-ROB als potentieller Marktfiihrer mind. 80 % Marktanteil.

e) Ist dies aufgrund der Ausgangssituation realisierbar?

Losung:
Ux = x - Ux-x =0 - (U-E)x = 0
ixi . -0,7 03 005|0 ) . 4 0,089
I r———c 0,2 -09 005|0] » x = = 3| =~ |0,067
1 1 11 38 0,844

Der gewlinschte Marktanteil wird mit 84,4 % tbertroffen.

ZUSATZAUFGABE: (5 Punkte)
f) Losen Sie das dem statischen Gleichgewicht zugrundeliegende LGS

U-x = X

allgemeingiiltig in Abhdngigkeit der Variablen x3 bzw. z.

LOosung:
-0.7 0.3 0.05
0.2 -0.9 0.05
0.5
Fox 3.y z X ey z X 3y z
- - =0 sn — - + =0 A — + - =0
10 10 20 5 10 20 2 5 10
7o 3.y z X ey z ® 3.y z
SOLVE - - =0 A — - + =0 A — + - [x, v]
10 10 20 5 10 20 2 5 10
2.z 3.z
X = ALY =



(2) Differentialrechnung I: Extrema mit Nebenbedingung
Bei einer Ein-Produktunternehmung liegt folgende Produktionsfunktion vor:
3 1

f(xy) = 20-x4-y*

wobei x und y die ME der beiden eingesetzten Produktionsfaktoren qi und gz darstellen.

Die Faktorpreise fir jeweils eine ME der beiden Produktionsfaktoren betragen

g1 =6 GE und g2 = 11 GE.

Sie haben ein Budget von b GE und sollen daraus ein maximales Produktionsergebnis erzielen,
wobei y = 30 gelten soll.

a) Losen Sie das Problem mittels Lagrangemethode und bestimmen Sie das maximale
Produktionsergebnis und das zur Verfligung stehende Budget.

b) Welchen Wert besitzt der Lagrangeparameter im Maximalfall und welche 6konomische
Aussage kann hier getroffen werden.

c) Auf welchen Wert dndert sich das Budget im Optimalfall, wenn das Produktionsergebnis auf
2.300 ME verandert werden sollte?

Anmerkung: Auf einen Nachweis des Maximums kann hier verzichtet werden!
Lésung:
L(x,y,4) = 20-x""-y**+A(b-6x-11y)

0,25

0,25
L(xyA) = 155X _—61 = 0 > 1 = 5-@)
X 2 \x §.(zj _i.(zj
075 2 {x) 11ly
L,(xy,4) = 5-XO75—11,1 N T .
y" 11 \y
: 2 y=2x=30
—  Austauschverhaltnis: yzl—l-x —1u 5 x = 165

— b=6x+1ly — b=6-165+11-30=1.320 und
— f(165;30) = 20-165%™-.30°* = 2.154,88[ME]

0,75

Lagrangeparameter: — A = 1—1(1—21) = 1,632485
Eine Budgetdnderung um k GE,

ergibt eine Anderung um 1,632 -k [ME] am Produktionsergebnis.

145,12
1,632485
— Budget-Erh6hung um 88,90 [GE] auf 1.408,90 [GE].

2.300-2.154,88 =145,12 z88,90[GE]



(3) Differentialrechnung Il: Extrema ohne Nebenbedingungen
Gegeben ist folgende Funktion:
f(xy.z) = (x- y+1)2 +(x+ z—l)2 +(y—z+1)2
Ermitteln Sie die stationare Stelle und priifen Sie, ob diese ein Extremum darstellt.

Anmerkung: Die Verwendung der Kettenregel kénnte sich als sinnvoll erweisen @

Loésung:
f(x,y.z) = (x—y+1)2+(x+z—1)2+(y—z+1)2
f(x,y,2) = 2(x—y+1)-1+2(x+z-1)-1=0 — 4x-2y+2z=0
f(xy,2) = 2(x-y+1)-(-1)+2(y-z+1)-1=0 — -2x+4y-2z=0
f,(x,y,2) = 2(x+z-1)-1+2(y-z+1)-(-1)=0 — 2x-2y+4z=4
= o222
212

2

4 -2 2 Det(H,)=4>0

H(f) = |-2 4 -2| - Det(H,)=12>0 :{
2 -2 4 Det(H,)=

64+8+8-16-16-16=32>0

positiv definit
— Minimum




(4) Leontief-Modell

Die Pfalzwerke stellen bei ihren Kunden aufgrund der vielen Kaufe von Mahrobotern einen erhéhten
Energiebedarf fest. Dies flihrt zu Diskussionen (iber die drei Sektoren und den internen Verbrauch von
(G)as, (W)asser und (S)trom und eine addquate Abgabemaoglichkeit an den Markt, um die Kunden
nicht zu verlieren.

Die Verflechtung der drei Sektoren untereinander und mit dem Markt wird durch das

Leontief-Modell mit folgender Input-Output-Tabelle und der Technologiematrix T beschrieben:

,—»| G W S|Markt|Gesamtmenge 035 015 e
vi 35(; 212 210 1(7’28 und T=/025 03 0

c Y, 0,2 d 0,25
S |200 108 175 A 700

a) Berechnen Sie die Werte der Koeffizienten a bis e und die Marktabgabe Yy der
Sektoren G, W und S.

Losung:
[ G W S Markt | Gesamtmenge
G 350 7%):0,15—>a:108 210 | y, =1.000 - 350108 — 210 = 332 1.000
w2 _025 5p=250 216 —> =0-5c=0| y,=720-250-216-0=254
1.000 700
s 200 108 175 | y,=700-200-108-175=217
0,35 0,15 e=219_q3
700
und T =|0,25 0.3 0

0,2 d=@=0,15 0,25
720

Aufgrund angepasster Produktionsentscheidungen gehen wir nun folgender Leontief-Inversen aus:

5 15 10
(E-T)" = |0 15 10
0 5 5
b) Wie viele Mengeneinheiten von jedem der drei Sektoren kénnen an den Markt
10.000
abgegeben werden, wenn eine Gesamtproduktionvon y _— | gooo | existiert?
3.500
LOosung:
Ansatz: T-x+y=x — y=x-T-x=(E-T)x — (E-T) -y=x
5 15 10 10.000 400
— %, (E-T)'-y=x — |0 15 10|-y=| 8000| — y=|200
3.500 500
oder
0,2 -0,2 0) (10.000 400

IFET;t;_zlu; S/’Z(E—T)'X - S/': 0 0,2 -0,4|-| 8000 — S/’Z 200
0 -02 06)| 3500 500




c) Im Rahmen einer Optimierung der Produktion gestaltet sich die neue Technologiematrix T
wie folgt:

a, 015 0,2
T.,=la 03 0
0,2 0,15 0,5
AuBBerdem wird die Produktion in den Sektoren G, W und S auf das Verhaltnis
X1:X2:Xx3=5:2:3
1.650

angepasst. Die neue Marktabgabe betragt 9 = 600
300

Bestimmen Sie die Werte der beiden Komponenten a11 und az1 der Technologiematrix
und die Mengen der Gesamtproduktion?

a, 015 0,2 1.650
T.=|a 03 0| ud y=| 600
02 015 0,5 300
T-;<+; = X o ; = x-T-x - ; = (E_T)';(
1-a, -015 -0,2)5¢ 1.650
>y = |-a, 07 0 ||2c| = | 600
~0,2 -015 05 ) (3¢ 300
7.500
k3, _¢-0,3c+15c=300 — 0,2c=300 — c=1500 — x=|3.000
4.500
2, 75008, +2100+0=600 - a, =<0 0,2
7.500
~3.000

_Zel , (1-a,)-7.500-450-900=1.650 — 1-a, 0,4 —» a,=06

7500



(5) Lineare Optimierung und Simplexalgorithmus

Aufgrund der Marktentwicklung der vergangenen Jahre ist die Geschéftsleitung auf der Suche nach
dem optimalen Produktionsprogramm ihrer drei Produkte A, B und C, wobei x1, x2 und x3 die zugeho-
rigen Mengeneinheiten darstellen.

Folgende Restriktion bzw. Nebenbedingung muss hierbei eingehalten werden:

X, 11 1((x 200
Mega) | %o | < b - 2 1 3||x | < |450
Xy 3 11 1] % 300

3

der kalkulierte Verkaufspreis je Endprodukt A, B und C entspricht folgender Planung:
vkpreis = (400 500 600)

Unter Anwendung des Simplex-Verfahrens soll das optimale Produktionsprogramm der Unterneh-
mung mit dem Ziel der Maximierung des Umsatzes bestimmt werden.

a) Fiillen Sie die notwendigen Daten des Tableaus zur Berechnung aus und erkldren
Sie den Begriff und die Notwendigkeit der Schlupfvariablen.

Fiihren Sie die notwendigen Umformungen durch, um auf Tableau 1 zu gelangen.

X1 X2 X3 ui uz us b Umformung

ZF

ZF

ZF




Nach einigen Umformungsschritten mittels Simplexalgorithmus gelangen Sie (hoffentlich) auf
folgendes Tableau 1:

X1 X2 X3 ui uz us b Umformung
1 2 1
| — — 0 1 — — 0 50
3 3 3
2 1 1
I — — 1 0 — 0 150
3 3 3
7 10 1
1 — — 0 0 — — 1 150
3 3 3
ZF 0 300 0 0 -200 0 U -90.000

b) Woran erkennt man bei Tableau 1, dass noch weiter gerechnet werden muss?
c) Bestimmen Sie das Pivot-Element von Tableau 1. Erklaren Sie dabei Ihre Vorgehensweise.

d) Erstellen Sie nun ausgehend von Tableau 1 das Endtableau, geben Sie die vollstandige

Lésung an.
X1 X2 X3 Ui uz us b Umformung
I % % 0 1 — % 0 50
2 1 1
T 3 3 1 0 3 0 150
m % % 0 0 — % 1 150
ZF 0 300 0 0 -200 0 U -90.000
I
!
n
ZF
I
!
n
ZF




Lésung:

Aus einem System von Ungleichungen im Rahmen der Nebenbedingungen und Restriktionen soll mit
der Einfiihrung der Schlupfvariablen ein LGS hergestellt werden; die Schlupfvariablem nehmen zum
Start die sogenannte Basislosung ein und mittels Simplexalgorithmus (Im Sinne des GauR-Verfah-
rens) wird die optimale Losung generiert und die Werte fiir die gesuchten Variablen x1, x, und x3 be-
stimmt.

Ansatz Nebenbedingungen :

Durch Einfuhrung der Schlupfvariablen u,, u, und u, werden aus den Ungleichungen
die gewtinschten Gleichungen als Grundlage des Simplexalgorithmus.

Die Schlupfvariablen sind hierbei als additive Komponenten zu interpretieren,

die eventuelle nicht ausgenutzte Ressourcen ausgleichen bzw. im Wert erganzen,

um eine Gleichung zu erhalten

|| X +X,+X%,<200 I | X +X,+X%+u, =200
Il | 2x, +X, +3X, <450 — I | 2, +X, +3X, +u, =450
11 3x1+%x2+x3s300 Il 3x1+%x2+x3+u3:300

Losungsschritte bis zum Zwischentableau:

X, X, X U u, uy|b Umformung
I |1 1 1 1 0 0 |200
nm (2 1 3 0 1 0 |450|=-1
1 |3 1—31 1 0 0 1 |300
ZF (400 500 600 0 O O [u |
X, X, X , U, u,|b Umformung
I |1 1 1 0 200 | I -1
Il 2 1 1 0 E 0 |150
3 3 3
" |3 1—31 1 0 0 1 300/ HI-1M
ZF 400 500 600 0 O O |[u |ZF-600-1I
X, X, X ouou, u, | b Umformung
I 12 0 1 1 0 |50
3 3 3
Il 21 1 0 E 0 |150
3 3 3
11 r1 0 O 1 1 |150 11 2
ZF {0 300 0 0 -200 O |u-90.000




Bzw. die komplette Losung:

Xl X2 X3 ul

Umformung

I 1 1 1 1

0

1l

o, o

o

200

450

300

[
[
=

c
N

Umformung

-

Il 0

ZF | &

500 600 0

O Wl O

ol

200
150

300

u

| zF —600-11

x
N

X3 U

U,

b

Umformung

0 1

Wik wliN

Il 10

ZF [0 300

1

50

150

150

[u—-90.000 |

III-3

S0

x
NS

b

Umformung

oWl wliN

1l
ZF |

50

150

45

| u—90.000

I—E-III
3

I L Il
3

| ZF —300- 111

b

ZF|-210 0 0

-170 -

20

135

45

0
45
135
20

el

N

| u-103.500

mit u,,, =103.500[GE]



b) Woran erkennt man bei Tableau 1, dass noch weiter gerechnet werden muss?

Lésung:
In der ZF-Zeile ist mit dem Wert 300 in der x,-Spalte noch ein Wert positiv, so dass mindestens noch
ein weiterer Optimierungsschritt notwendig ist.

c) Bestimmen Sie das Pivot-Element von Tableau 1. Erklaren Sie dabei lhre Vorgehensweise.

Loésung:
Schritt 1: Ermittlung der Pivot-Spalte
= Wahl der Spalte mit dem groRten positiven Wert in der ZF-Zeile.

Schritt 2: Ermittlung des Pivot-Elements
= Um die starkste restriktive Einschrankung zu erhalten, werden die positiven Koeffizienten
der Zeilen | bis Il (= Nebenbedingungen) in der Pivot- Spalte jeweils durch die im Rahmen
des bisherigen Umformungsprozesses entstandenen Restriktionswerte dividiert; der kleinste
positive Quotientenwert fiihrt dann zum Pivotelement, da dies die groRte Knappheit der
Ressourcen darstellt.



(6)

Deskriptive Statistik I:

Haufigkeitsverteilung / Mittelwerte / StreumaRe (diskret)

Dozent Knodelhuber unterrichtet an der Dualen Hochschule Mannheim im Schweil3e
seines Angesichts Mathematik und Statistik.

Im Rahmen der Klimadiskussion tiberlegt er sich, ob er zukiinftig ganz auf die S-Bahn
umsteigen sollte und hat hierzu einige Testdaten aus den bisherigen Fahrten gesammelt:

Bendtigte Fahrzeit [in Minuten]

Anzahl der Fahrten

45 7

50 15

52 12

55 13

60

80 1
Summe

a) Bestimmen Sie aus den Daten folgende GréRen: Arithmetisches Mittel, Modus und Median
b) Ermitteln Sie die zugehorigen Streumale Standardabweichung und beide Quartile.
c) Beurteilen Sie aufgrund lhrer Ergebnisse die Situation und geben Sie eine Empfehlung.

Lésung:
Bendtigte Fahrzeit kum. rel. | kum. abs. uadr.
. € . Anzahl der Fahrten | Gesamminuten | rel. Hkeit . . - . |gewichtet
[in Minuten] Hkeit Hkeit Fahrzeit
45 7 315 0,14 0,14 7 2025 283,5
50 15 750 0,3 0,44 22 2500 750
52 12 624 0,24 0,68 24 2704 648,96
55 13 715 0,26 0,94 a7 3025 786,5
60 2 120 0,04 0,98 49 3600 144
80 1 80 0,02 1 50 6400 128
Summe 50 2604 1 2740,96
Arithm. MW 52,08 2604/50 Varianz 28,6336
Std.Abw. 5,35103728
Modus 50 hiufigster Wert
Median 52 0,5 " (X5 + X6) Quartil 1: 50 Xy3
Quartil 3: 55 X3g




(7) Deskriptive Statistik Il:
Haufigkeitsverteilung / Mittelwerte / StreumalRe (stetig / klassiert)

Dozent Knddelhuber unterrichtet (immer noch) an der Dualen Hochschule Mannheim Mathematik
und Statistik.

Um eine endgiiltige klimafreundliche aber auch nervenschonende Entscheidung treffen zu konnen,
hat er einige Testdaten aus den letzten Fahrten mit dem Pkw gesammelt:

Haufigkeitstabelle der Fahrten mit dem Pkw:

Fahrzeit absolute relative Klassen- Klassen- Haufigkeits- | kum. rel.
[Min] Haufigkeit | Haufigkeit mitte breite dichte Haufigkeit
[32; 40[ 20
[40; 46] 40 0,4
[46 ; 50[ 0,25
[50; 56[ 10
[56; 70[
Summe

a) Vervollstiandigen Sie die Tabelle.
b) Bestimmen Sie den arithmetischen Mittelwert, die modale Klasse und den Modalwert.
c) Berechnen Sie den Median, das untere Quartil und das obere Quartil.

Losung:
Fahrzeit [Min] absolute relative Klassen- | Klassen- | Haufigkeits- kum. rel. driert ichtet
anrzel n Hiufigkeit Hiufigkeit mitte breite dichte Hiufigkeit quadriert | gewichze
[32 : 40[ 20 0,2 36 8 2,50 0,2 1296 259,2
[40; 46] 40 0,4 43 6 6,67 0,6 1849 739,6
[46 : 50[ 25 0,25 48 a 6,25 0,85 2304 576
[50 : 56[ 10 0,1 53 6 1,67 0,95 2809 280,9
[56: 70[ 5 0,05 63 14 0,36 1 3969 198,45
Summe 100 1 2054,15
- k[ _ ", 1 - k _ _
ArithMW | 44,85 x = 2|(x), = 2=, n]
=10 - i=1
mit (x,), als Klassenmitte der Klasse i
1
Modus 43 [40; 46] HDI (maximal)
I
P S — A -|0,5-F(a)
Median 44,5 Xy = Xps= [(r ; E)] — xs=a —Q -
. . pl'

A, = Klassenbreite p, =rel. Héufigkeit

Varianz 42,6275 rx) o {i(r. ) _p__]_ = = S(X)=r(X)
StdAbw. 6,53 formel | AR T mit (x;) als Klassenmitte der Klasse i
ill 40,75 A -1025-F|(a)
Quarti (= Xas=|a;b] o xus=a+ u
. . pl-
Quartil 3 48,4 o L A, _[0: 25_F| a]:|
6= X =[a:b] > x= a+f

A, = Klassenbreite p, = rel. Haufigkeit



(8) Deskriptive Statistik Ill:

Teil I: Gini-Koeffizient & Lorenzkurve

Im Landkreis Statistika gibt es 5 Krankenkassen (x-Achse), wobei sich die Gesamtzahl der 2 Mio.

Mitglieder (y-Achse) wie folgt aufteilt:

Krankenkasse Absolute Mitgliederanzahl Relative Mitgliederanzahl
KMK 200.000
KDA 400.000
MKD 200.000
Zwerg
Hightower 0,5

Zeichnen Sie die dazugehorige Lorenzkurve und berechnen Sie den Gini-Koeffizient.

Loésung:

&




Absolute

Relative

kum. Rel. Mit-

Teil Il: Warenkorbmethode und Preisindexberechnung

Krankenk I. Anteil (kum. rel. Anteil
rankeniasse rel. Antell fxam. rel. Antet Mitgliederanzahl Mitgliederanzahl Anzahl
KMK; MKD; Zwerg 0,6 0,6 600.000 0,3 0,3
KDA 0,2 0,8 400.000 0,2 0,5
Hightower 0,2 1 1.000.000 0,5 1
Summe 1 x-Achse 2.000.000 1 y-Achse
Flache unter Lorenzkurve
Fliche 1: 0,09 Konz-Flache: 0,18
Fliche 2: 0,08
Fliche 3: 0,15 GK: 0,36
GK normiert: 0,45
Gesamt: 0,32

Ein Unternehmen hat eine Preis-Mengen-Ubersicht fiir die bezogenen Giiter A, B und C angefertigt.

Gut Preise Mengen
2020 2023 2020 2023
A 10 15 60 50
B 25 20 40 70
C 30 40 80 60

a) Ermitteln Sie hierzu die Preisindizes nach Laspeyres und Paasche.
b) Berechnen Sie den Preisindex nach Fisher.

c) Wie hoch ist die jahrliche Inflationsrate auf der Grundlage der Daten nach Laspeyres?
LOosung:

L~ 2P 15-60+20-40+40-80 4900
F > Paoi U " 10-60+25-40+30-80 4000
Ausgaben des Berichtsjahres mit Mengen des Basisjahres (Menge

Laspeyres: =1,225

* .
Periode | Prels Periode II)

Ausgaben/Umsatz des Basisjahres (Menge * Preis ouioger)

Periode |

o _ 2Puly 15.50+20-70+40-60 4550
" > Pooi O P 710-50+25-70+30-60 4050

Ausgaben/Umsatz des Berichtsjahres (Menge o...qe 11 ™ PreiS perioge 1)

Paasche: =11234

Ausgaben des Basisjahres mit Mengen des Berichtsjahres (Menge * Preis oioger)

= JL-P

Periode 1l

— 1,225-1,1234 = 1,1731

-100

Inflationsrate:  3/1,225 =1,069987 — i, =1,069987-1 = 0,069987 — 6,9987[%]



