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Funktionen mit mehreren unabhdngigen Variablen

Funktion mit mehreren Variablen:

Eine reelle Funktion mit mehreren Var‘iablen(xpxz:xga e s Xy ) ist definiert als eine

f: R > R mitn>2 und ne N

Abbild
PN (x5, 0x,) o X = (X%, X, LX)

Partielle Ableitung:

Unter der partiellen Ableitung (1. Ordnung) der Funktion f(x17x27x39 e s X, ) nach der

Variablen X; versteht man die Ableitung von f(x19x29x39 9xn) nach X; unter
Konstanthaltung aller iibrigen Variablen.

6f(x1,x2,x3,...,xn)

Schreibweisen: Ox

oder of oder f.
o X, ’

Okonomische Interpretation: Der Wert der partiellen Ableitung gibt an, um wie viel

Einheiten sich der Funktionswert f(xlpxzax’_;: 7xn) dndert, wenn sich X; um eine

Einheit dandert, wahrend alle iibrigen Variablen konstant bzw. unverdndert bleiben (ceteris
paribus-Bedingung).

Entsprechende Ableitungen hoherer Ordnung sind ebenfalls maglich und besitzen folgen-

sz(xl,xz,x3,...,xn)
de Schreibweisen:
0x,0x,

2
oder A oder f_ .
0x,0Xx, T
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Satz von Schwarz: Sind fir die Funktion f(x19x27x39 9xn) sdmtliche zweite
Ableitungen stetig, so sind diese unabhdngig von der Differentiationsreihenfolge und es

2 2
0 f — M oder f;c,- X 'f;fk X;

gilt: 0x,0x, 0x,0Xx,

Gradient:  Vektor der ersten partiellen Ableitungen

grad (f) = (@ LA aij

s L)
ox, Ox, ox,

Hesse-Matrix: Matrix der zweiten partiellen Ableitungen
a2f a2f 62f
oxov, onoxr, T oxox,
2 2 2 f;cl X ‘f;cl x .o f;cl %,
of of  of .
H(f) - aXZaxl 8x28x2 8xzaxn = 2 2% X3 X,
2 2 2 fx,,x1 fxnx2 fxnxn
of  of o> f
onox, ik, T onox,
Falln=2:

o’ f o f
H(f) - Ox,0x,  Ox,0x, _ [ . fxlxz}

>f o Sow  Jox
Ox,0x, Ox,0x,

Extrema bei Funktionen mit mehreren Variablen ohne Nebenbedingungen:

(1)  Stationdre Stelle(n) ermitteln:

grad(f) = 6 = (0,0,...,O) = P(xol,xoz,...,xon,f)

(2) Priifen der stationdren Stellen mittels Hesse-Matrix



Hinreichende Bedingung fiir ein relatives Extremum:

Fiir den Fall n = 2 gilt daher:

f. 4y < 0
. Stationdre Stelle exisitiert
Maximum < ) ) fx1 M fx1 o
negativ definit det >0
Jox  Jou
f. > 0
o Stationdre Stelle exisitiert
Minimum < o ) = fx, X fx. X
positiv definit det >0
f:rz X fxz Xy

Allgemein gilt folgendes:

Die Funktion f(x19x29x39 7xn) besitze in P(Xol s Xo, 5eees Xp ,f) eine stationdre
!

: d
Stelle d.h. grad(f) = 0 = (0909---90),und habe in
P(Xol > X, 5+ee9 Xg s f) stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung.

Aus der Definitheit der Hesse-Matrix H(f) der Funktion f(x19x29x39 axn) folgt:
Ist die Hesse-Matrix H(f) in P(JCO1 » Xo, 505 Xg f)

a)  positiv definit, dann hat f() in P()Co1 > Xo, 5005 Xq, f) ein rel. Minimum.
b)  negativ definit, dann hat f() in P(xol > X0, 505 X, f) ein rel. Maximum.

c) indefinit, dann hat f() in P()CO1 > X, 509 Xg f) einen Sattelpunkt.

Definition zur Definitheit der Hesse-Matrix H(f) :

(i) H(f) positiv definit < det(H,(f))>0
(ii) H(f) negativ definit < (—l)i det(Hl. (f)) >0

Hi (f) sind die jeweiligen Teil- bzw. Untermatrizen der Hesse-Matrix; von diesen
werden die sogenannten Hauptminoren bzw. Hauptabschnittsdeterminanten berechnet:



Beispiel fiir den Fall n= 3:

Fov  Sux,
H, (1)

~f_‘x2 X1 f.;Cz Xy

A N
A ‘H3 (f)‘ = f;cle fx2x2 fx2x3
Sow Jun  Jun

Extrema bei Funktionen mit mehreren Variablen mit Nebenbedingungen:

Losungsverfahren: (1)  Variablensubstitution
(2) Lagrangeansatz

Lagrangeansatz fiir den Fall n=2 und eine Nebenbedingung:

L(xlaxzaﬂ') - f(x19x2)+ﬂ’°g(xlax2)
f(x,x,) ist die Zielfunktion ~ g(x,,x,) ist die Nebenbedingung

Vorgehensweise:

Stationdre Stelle ermitteln => Austauschverhadaltnis ermitteln => Berechnen der Extrema
unter Verwendung der Nebenbedingung

Anmerkung: notwendige Bedingung geniigt bei konvexen Zielfunktionen bzw.
Nebenbedingungen.



Lineare Optimierung

Losung eines Maximierungsproblems mittels reguldrer Simplexmethode bzw. mit dem

Simplexalgorithmus

1)

(2)

(3)

(4)

(5)
(6)

(7)

(8)

(9)

Aufstellen des linearen Ungleichungssystems aus m Ungleichungen mit n
Problemvariablen (= Nebenbedingungen) und der Zielfunktion

Umformung des linearen Ungleichungssystems in ein lineares Gleichungssystem
durch Einfiihrung je einer Schlupfvariablen (Basisvariablen) pro Ungleichung

Erstellung eines Tableaus (LGS aus Nebenbedingungen und Zielfunktion) mit
Hilfe der Koeffizienten der Variablen

Pivot-Spalte mittels groftem negativem Koeffizient in der Zielfunktion ermitteln,

dann mit der Spalte die Zeile mit dem groBten Engpass (d.h. kleinster positiver
Quotient aus Ergebnisspalte und Koeffizienten der Pivot-Spalte) anhand der
Restriktionen berechnen (=> Pivot-Zeile)

Anmerkung: Sind mehrere Koeffizienten gleich groB, dann kann einer frei gewdhlt
werden.

Pivot-Element bestimmen (Kombination aus Pivot-Spalte und Pivot-Zeile)
Pivot-Element mittels GauB-Verfahren zu 1 umformen

Alle anderen Elemente in der Pivot-Spalte mittels GauB-Verfahren zu O
umformen

Mit dem ndchsten groitem negativem Koeffizient der Zielfunktion fortsetzen

und das Verfahren wie bisher wiederholen

Ist kein Wert der Zielfunktion mehr positiv, dann ist die Losung optimal

Sollte ein Minimierungsproblem vorliegen, dann muss dies per Dualisierung in ein
Maximierungsproblem umgewandelt werden, damit das Verfahren anwendbar ist.



Formelsammlung Statistik

Mittelwerte und StreuungsmaBe bei Einzelwerten, Klassen und stetigen Werten

Einzelwerte (vorwiegend diskret)

Klassierte Werte

Arithmetisches — |
. Einzelwerte: X = — Z X _ k " k
pirrel i R R (N
Gewichtet auf Basis relativer Hdufigkeit: =1 " =l
. f mit (x,) ~als Klassenmitte der Klasse i
_ . ni _ m
. - z(x,..—j = Y (xp) W .
i=1 n i=] und p, = — = relative Haufigkeit der Klasse 1
n
mit  p,= %~ relative Haufigkeit
n
Median / . - S — A -10,5-F(a
Xt fir n ungerade = xa=[aib] - xi=a+— | (a)]
Zentralwert T = 2 ’ ’ D
M 1 . A = K] . — . .
1 ( X, + an) fiir n gerade l assenbreite  p, = rel. Hiufigkeit
2\ 2 2 F (a) = kum. rel. Haufigkeit bis Medianintervall [a ; b]

Modus / Schritt 1: Modale Klasse bestimmen
Modalwert Héufigster Wert einer Verteilung. = Klasse mit max. Hdufigkeitsdichte
Schritt 2:
= Wert der Klassenmitte der modalen Klasse
Spannweite w = Klassengrenze . — Klassengrenze_.
woE max(xl. )—mm(xl. ) Differenz zwischen grdBter und kleinster
Klassengrenze
Interquartil-

abstand

IQA = Q3 - QI

IQA = Q3 - Qi




Einzelwerte (vorwiegend diskret)

Klassierte Werte

Mittlere
absolute
Abweichung

(vom Median)

d = lzn: xi—a‘

1=3][ (), -5 2| -

mit (x. )m als Klassenmitte der Klasse i

Z:,D (xi)m_)a "pi:|

1

i

und p, = % _ relative Haufigkeit der Klasse 1
n

N\

Definitions

Vix) =

35, -0

Varianz und Definitions | n Y Jormel
Standard- 4 (X fofnel ; (’xi —X j Rech 2
abweichung i=1 V(X e Y ¥) 2. Y
Rechen 1 n ) . ( ) Jormel lzzll( l)m pl )
(Basis: V(X) ~ - (xi) - X
arithmetisches formel L1 = 5 (X ) - V(X )
Mittel) — S ( X) — Iy ( X) mit (x,) als Klassenmitte der Klasse i
und p, als relative Haufigkeit der Klasse 1
Quartile fi . S S A -0,25-F
_x[n.p]ﬂ .I' (1’1 p) ' g = xX,.= [a ;b] > X =a+ i I: (a):l
Ql / Q3 T nicht ganzzahlig ’ D
PIT . . _ — Af0,75-F(a
(Basis: Median) E(Xn,p +xn_p+1) fiir (n-p) ganzzahlig 4, = Xy =[asb] > x=a+ [ p' ( )]

p=0,25—>qg1 und p=0,75—>4q3

A, = Klassenbreite p, = rel. Haufigkeit
F(a) =kum. rel. Haufigkeit bis q,/q, - Intervall [a; 5]

Variations-
koeffizient

S(X)

varith _ Mittel =

X

oder

S(X
vMedian = )(C_ )
M




Allgemeine Darstellung fiir n Summanden:
V(iakaj = V(aX +..+a,X,)
k=1
= a’ V(X))+...+a,V(X,)+2aa, Cov(X;X,)+2aa,-Cov(X;;X;)+...+2a, a,-Cov(X, ;X,)

) + Ziakat~C0v(Xk;Xt)

k=1 k=1,
k<t

[
]
)
=
>

Allgemeine Darstellung fiir n Summanden:
Cov(X;Y) =0 < XY unabhdngig :

V(iakaj = V(a1X1+...+aan) = alz-V(X1)+.--+an2'V(Xn) = akz‘V(iij
k=1

Diskrete Zufallsvariable - Varianz (einer Grundgesamtheit):
= Zusammenhang zwischen Definition und Berechnung

Def'. 1 Berechnung

V(X) = lz:(xl.—})z = %Zl“xz —

n
Begriff der Kovarianz / Co-Varianz (einer Grundgesamtheit)

Def Berechnung

Cov(x.¥) = T3 (x=x)(n-y) = 2w - x

Gini-Koeffizient: Berechung der Fldéchen mit relativen kumulierten Hdufigkeiten:

Konzentrationsflache K

Gini(GK) =
( ) maximale Konzentrationsfliache K

Fldache zw. Gleichvert. und Lorenzkurve

Gini(GK) =
( ) Fldche unter Gleichverteilung

Anmerkung: Als ,Konzentrationsfliiche” K bezeichnet man die Flache, zwischen der
Gleichverteilungsdiagonalen und der LORENZ-Kurve: 0 <K<1/2.

Wegen K_ = %— ZL lautet der normierte Gini — Koeffizient :
n

2n
norm.Gini = K- -——
n—1
Der Wertebereich des Gini-Koeffizienten liegt zwischen 0 (= Gleichverteilung) und 1 (= voll-
stdndige Konzentration auf einen Merkmalstréiger).



Erlduterung zur Berechnung des Gini-Koeffizienten

1 1 1
Fldche unter der Gleichverteilungsgeraden: AA = E'g h = 5'1 1 = E
1
Fliche unterhalb der Lorenzkurve: Dreiecke “Apricci = 5 -g-h
1
und Trapeze ATmpeZ = E'Uli +h, +1)~Axl.

Berechnung des Gini-Koeffizienten

Maximale Konzentrationsflache => Flache unterhalb der Gleichverteilungsgerade

1 1 1
A4, = E-g-h = 5-1-1 = > Lorenzkurve :

Flache unterhalb der Lorenzkurve:

4 :%-g-h—)%-0,5-0,02520,00625

4 :%-(hl +h2)-g—>%-(O,025+O,5)-0,4=0,105

4, =%-(hl +h)-g—> %-(0,5+0,77)-0,09 =0,05715 =
4, =%-(h1 +h) g —>%-(0,77+1)-0,01:0,00885 !

Flache unterhalb der Lorenzkurve:
Al1+A2+A3+A4 =0,17725

Flache zwischen Gleichverteilung und Lorenzkurve:
0,5-0,17725 = 0,32275
Fldche zw. Gleichvert.und Lorenzkurve

GK =
Fldche unter Gleichverteilung
GK - 0,5-0,17725 _ 0,32275 — 06455
0,5 0,5
Auswertung:

keine Konzentration < GKe[O;O,3]
(mélﬁige)Konzentration & GK€]0,3;0,7[
vollstindige Konzentration < GK€[0,7;1]




6rundlage: Verteilungstabelle

| Bevdlkerung Vermdgen ‘3_1 = Steigung
Ax
Prozentanteil rel. Anteil kumulierte Prozentanteil rel. Anteil kumulierte s Sekant -
pro Klasse ) Prozentwerte pro Klasse ' Prozentwerte eraniensteigung
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,000 —» Differenzenguotient
50,00 0,50 0,50 2,50 0,03 0,025 0,05
40,00 0,40 0,90 47,50 0,48 0,500 1,1875
9,00 0,09 0,99 27,00 0,27 0,770 3
1,00 0,01 1,00 23,00 0,23 1,000 23
100,00 1,00 ®-Achse 100,00 1,00 y-Achse
Ordnen der Werte: (gemdf) Diferercenguotient | richtige
Ar — . _ L "von kiein nach groB " Reihenfolge der
™ =| durchschmitiiiche | Steigung = Selmntensieigung | Anordnung
Sonderformen:
" - f
] Gleichvertjifngsgdiade + Gleichvertgidngsgerade Jlf‘
f
, /
f
|
! —
0 10 0 0 ) k) a0 7 [ ] 100 o &0 70 0 an o
Fldche zw. Gleichvert. und Lorenzkurve —0 Fliche zw. Gleichvert. und Lorenzkurve — 0,5
GK = =" 50 GK = = S
0,5 0.5 0,5 0,5
- GK — 0 — nahezu Glcichvcncilung —-GK —> | — V().’h‘tc'indige Konzentration
Preisindizes
Z Pri Yo o
nach Laspeyres: L, = mitie N
Z Poi " Yoi
Z P 4 ..
nach Paasche: £p = Z mitie N
Poi "4
nach Fisher: F, = |L,-P, geometr. Mittel




Anmerkung: Geometrisches Mittel / Geometrischer Mittelwert
Geometr. Mittel: Mittelwert einer Produktfolge

n . pl
Sy = ”H% = 2q,°q9,.."q, mit q, =1+-—L
i=1 100

Effektive Verzinsung einer tesaurierenden
(Zinsen werden kapitalisiert, d.h. dem Kapital hinzugerechnet) Anlage

=> Effektive Verzinsung bei Zinseszinseffekt

ieﬁ’ - \"qui -1 = {q,-9,-..rq, -1 = Gy 1
i=1

Pyr (gMW_l)'IOO = l'eﬁ‘-l()()

Lineare Regression und Korrelation
Anwendung der partiellen Differentiation in der Statistik:  Regressionsgerade

Gesucht: Eine Gerade, die zu allen Punkten den kleinsten Abstand hat;
d.h. die Differenzen e; miissen insgesamt méglichst klein sein (Optimierungsproblem)

|— 4

Ansatz: Z(ef )2 —  min.

Lineare Regression und Korrelation

1 n ‘ t t . t
Ansatz: Yy = bo +b1x M, = —2.% M, = —2.V
nio n -
3 :lAn (X;yz)_lux luy KOV(X,Y) .
b = =X = — = und bo = H, _b1 M,
O, 1 2 2 VX
; —D(x7)- 4,
n i=1



Korrelation nach Brevais-Pearson:

d |
Definition Zl(xi —,le)'(yi _’uJ’) Berechnung Z - (xfyi)_u\ 'uJ
14 = = = =
n n 1 n 1 n
\/Zl(x,- ) \/Z(y -u,) \/n (x7)-n \/” (»*)-4,
i= i= i=1 i=l1
_ Kov(Xx)Y)  o(X.)Y)
- S(X)Ss(Y) o(X)a(Y)
6> (d,)
; rg = 1-—2
Rangkorrelation nach Spearman s N (n2 B 1)
ro= [-1;1] moglicher Wertebereich
r = [-1;-0,7[  sehr starke negative Korrelation
ro = :— 0,7;-0, 3[ starke negative Korrelation
r = [-0,3;0,3]  keine Korrelation (Punktwolke)
ro= [0,3;0,7] starke positive Korrelation
ro= :0, 7; 1] sehr starke positive Korrelation




