Diskrete Zufallsvariable - Varianz (einer Grundgesamtheit):
= Zusammenhang zwischen Definition und Berechnung

Def Berechnung 1 n

o VOO = 3] =T 2K X

n 5=

Bew. des Ubergangs zwischen Definitions- und Berechnungsformel:

Def n _ n _
V(X) = %;(xi—x)z = %;(Xiz—ZXiX+X2)
Binom n n _ n o _
V(X) = %éxiz + %iﬂ(—inx) + %;x
Konstanten aus n _ 1w _,
VOO AR T TR
Iy =%
V(X) ; %: xi2—2§-§+%§2 n = % X7 —2X +X
Vo) e

n5=1

Begriff der Kovarianz / Co-Varianz (einer Grundgesamtheit)

Ausgang: Varianz V(X) Dif. %Zn:()(i —;)2 Berec:hnung %anxiz — ;2
i=1 i=1
Kovarianz:
C XY Def . 18 — — Berechnung 18 _
ov(X.Y) = SX(-x)(v-y) = S20w) - xey

Herleitung:



Cov(X.Y) = Z3(x-X)(%-V)
cor() = 1301 567)- 1 E () 1 559)

= i=1 i=1
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Cov(X.Y) = = Vv)_V.T VR oI 13
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1@ | 18 -
Cov(X,Y) = =D (X¥)=y-Xx=x-y+xy-—n-l = =3 (X-¥)= Xy
i=1 i=1

Abgewandelte Variablen-Schreibweise (Erwartungswert anstelle von Mittelwert):

Def . 1
Cov(X,Y) = =3 (x—m)(yi-n)
i=1
13 13 13 13
Cov(X,Y) = HZ(Xiyi)_HZ(Xi/‘y)_HZ(/‘xyi)+HZ(:“xﬂy)
=1 =1 =1 =1
13 1 < 1 1
Cov(X.,Y) = = (XYi)=py o 2 X = D Vi gy D]
L ) n 54 n 54 n 4
13 1
Cov(XY) = =D (0Y:) =y = ph= by fpty 1L
i=1
1 n
Cov(x.¥) = 23 05-v) ss
i=1

Verschiebungssatz zur Berechnung:

Cov(X.Y) = %Z(xi—ﬂx)(yi—yy) = E[(X-E(X))-(Y-E(Y))]
Cov(X,Y) = E[X-Y=X-E(Y)—E(X):Y+E(X)-E(Y)]
Cov(X,Y) = E(X-Y)—E(X)-E(Y)—E(X)-E(Y)+E(X)-E(Y)

Cov(X.Y) = E(X-Y)—E(X)-E(Y) = %iz:l:(xi-yi)— e i,



Kovarianz und Varianz im Vergleich:

Cov(X,Y) = 1-§(xi—§)-(yi—§) - %.an“(xiyi)—i.y

Cov(x,Y) = D [n-E()][n-E(M] = -2 (e0)-E(X)E(Y)
Cov(X,Y) = %.Zl“(xi_ﬂx).(y —u) = %.;(xiyi)_ﬂ "

V(X) = %Zl:(x —})2 = E.g(x)ﬂ—iz

V() = 23Ix-0T = |23 -0

Vo0 = 230l = [ |




Lineare Regression und Korrelation

Anwendung der partiellen Differentiation in der Statistik: = Regressionsgerade

Gesucht: Eine Gerade, die zu allen Punkten den kleinsten Abstand hat;
d.h. die Differenzen e; miissen insgesamt méglichst klein sein
(Optimierungsproblem)

n s T

i=1

Ansatz: Z(ei)2 - min. {

Gesucht ist Gerade: y = b, +bx

Es qgilt:
(x; | y;)sind die Punkte des Streudiagramms
ebenso gilt :

(xi | Y, ) sind die Punkte auf der Geraden

daraus folgt: —=%— y. = b +bx

und Ay = vy, -y, [=Seitenlange des Quadrats]

S
S5
S

- (ei)2 = Z(yi_yi)z = Z(yi_bo_blxi)2

i=1 i=1 i=1
E (bp bo) = (yiz - Yib, = yibx; = yiby + b02 +hbyb,x; — yib x; + by X + blzxiz)
i=1
E(b;b,) = (.2 —2y0, —2y,b,x, +0, +2byb,x, +b’x?)

E(b;b,) = > yi2—2b021: Y, —2blzl:xiyi +b0221:1+ 2b0b121:xi +b1221:xi2
E(bl;bo) = n YiZ_ZbOZn: Yi _2blznlxiyi +nb02+2boblixi +blzixi2
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

aE(abtl)jbO) = _Zixiyi+2b0ixi+2blixi2 = 0
8E(b1;b0)

= —22r1:yi+2nb0+2blzn:xi =0
i-1 i=1



Losung der Gleichungen der partiellen Ableitungen:

) —2ixiyi+2bozn:xi+2blzn:xi2 = 0
i=1 i=1 i=1

1) —ZZn:yi+2nbo+2blzn:xi =0
i=1 i=1

Es gilt:

>x = nx und >y = n-y (arithmetisches Mittel)
i=1 i=1

eingesetzt :
) —2> %y, +2bn-x+2> x> = 0
i=1 i=1

1) —2n-y+2nb,+2bn-x = 0 —25 _yih+bhx = 0

- by, = y-bx

I1) eingesetztin 1) >|) _zixiyi+2(9_b1;)n,§+2blixi2 - 0
i=1 i=1

25—y +nxy-bn-() Y% = 0
i=1

i=1

— —bln-(§)2+blzxi2 = Y XY, —n-x-y
i=1 i=1
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Lineare Regression und Korrelation

1 1
Ansatz: y = bo +b1X He = EZXi Hy = Hz_ll Yi
n 1 n
o Z(XiYi)_n‘ﬂx’ﬂy % 2 (Xi i)_ﬂx’ﬂy
b1 — Xy — i=1 _ n i=1
O C 2 2 1 1 C 2 2
Z(Xi )_n Hy n n (Xi )—,le
i= i=1
. oy Kov(X,Y)
1 ., V(X)
b, = u,-b-p
Korrelation nach Brevais-Pearson:
n l n
Definition le(xi _'UX).(yi _'UY) Berechnung H _ l(xiyi)_'ux .'uy
r — 1=! — 1=
n n 1 n l n
I S N 5 (D O A
O Kov(X,)Y)  o(XY)
5(X)-s(Y)  o(X)a(Y)
63°(d,)
Rangkorrelation nach Spearman s = 1- ni(_;]z _1)
ro= [-1;1] moglicher Wertebereich
r = [-1;-0,7[  sehr starke negative Korrelation
r = [-0,7;-0,3 starke negative Korrelation

r = [-0,3;0,3  keine Korrelation (Punktwolke)
r = [03;0,7] starke positive Korrelation

r = [0,7;1] sehr starke positive Korrelation



Korrelation nach Brevais-Pearson — Herleitung:

;(Xi_lux)'(yi_:uy) Z(Xiyi)_n':ux'/uy
r = = = 1=
\/ (Xi_ﬂx)z'\/Z(yi_luy)z \/Z(X|2)_nﬂx2JZ(yl ) n- /uy2
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l n
o n';(xiyi)_“””y CKov(X,)Y) o(X.Y)
12 1 & COS(X)-S(Y)  o(X)-o(Y
J'Z(Xiz)_ﬂxz '\/.Z(yiz)_ﬂyz ( ) ( ) ( ) ( )
n o n =
Rangkorrelation nach Spearman — Herleitung:
Ausgangspunkt: Korrelation nach Brevais-Pearson
Problem: Die Merkmale sind nicht metrisch skaliert sondern ordinal skaliert
Lésungsansatz:

Umordnung der Merkmale in ,,metrische-skalierte” Range als Alternativmerkmale, damit die
ordinale Skalierungsidee erhalten bleibt und gleichzeitig eine analytische Betrachtung und
Verrechnung im Sinne einer statistischen Merkmalsauswertung (MW- und Varianzberechnung)

ermoglicht werden.
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Bemerkungen : Da hier fiir x und y Réange/Rangfolgen von 1, ..., n betrachtet werden, gilt

Zn:Xi =14+243+..4n= n'(n+1) Mittelwert ZX _l 1+2+3+ +n) 1n (n+1) n_+1:)_(

=) 2 n n 2 2 =y
y y_:1+2+3+m+n:n'(n+1) Mittelwert y 1 1+2+3+ n :l'n'(n+1):n_-|-1:§

i=1 I 2 ! n n 2 2

zudem:

ian:X ZY. il (2‘”-) und é“xf:gyiz:iiz:n‘(n+1)6-(2n+1)

i=1

Fur Zahler folgt:

13 - =
= _'Z(XiYi)_X'y =
n =




n

Erganzung fir Z(xi y;): Binomischer Lehrsatz & Rechenregeln fiir Summen

i=1

n n
2=y’
i=1 i=1

iz::(xi—y.)z = izil:(xiz—inyﬁyiz) - ilxiz B |Z:1: xY:) Zy' Z":X;:n-(il)-(zw)
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Iz:(xiyi) ;(Xiyi) - 6 _E'izl(Xi_yi)
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