Das Horner-Schema

Mithilfe des Horner-Schemas (William George Horner, 1786-1837) können Polynomwerte berechnet und Polynome durch Linearfaktoren dividiert werden.

Beispiel:
P(x) = x³ - 4x² + x + 6

Das kann man umformen zu
P(x) = x(x(x - 4) + 1) + 6

Mithilfe der folgenden Tabelle kann man die Berechnung "automatisieren":
Wir schreiben die Koeffizienten in die oberste Zeile und die Zahl, die wir für x einsetzen wollen (z.B. x = 1), an den linken Rand:

	 
	1
	-4
	1
	6

	1
	 
	 
	 
	 


Dann füllen wir die Tabelle folgendermaßen aus: Die erste Zahl aus der oberen Zeile wird in die untere übertragen. Ab nun multiplizieren wir immer die zuletzt angeschriebene Zahl mit x, addieren die nächste Zahl aus der oberen Zeile und schreiben das Ergebnis in die untere Zeile (Merkregel: "mal links, plus oben"). 

	 
	1
	-4
	1
	6

	1
	1
	-3
	-2
	4


Erklärung:
1. Spalte: 1 (wird von oben abgeschrieben)
2. Spalte: 1·1 - 4 = -3
3. Spalte: 1·(-3) + 1 = -2
4. Spalte: 1·(-2) + 6 = 4

Das heißt:
P(1) = 4 (letzte Spalte)

Gleichzeitig haben wir das Polynom durch (x - 1) dividiert. Denn die Zahlen in der 1. - 3. Spalte sind die Koeffizienten des Polynoms, das wir bei der Division erhalten (die letzte Zahl gibt den Rest an). Wenn wir noch überlegen, dass der Grad des Polynoms bei der Division um 1 niedriger wird, können wir sofort anschreiben:

(x³ - 4x² + x + 6) : (x - 1) = x² - 3x - 2, Rest 4 

Nun setzen wir z.B. x = 2:

	 
	1
	-4
	1
	6

	1
	1
	-3
	-2
	4

	2
	1
	-2
	-3
	0


1. Spalte: 1 
2. Spalte: 2·1 - 4 = -2
3. Spalte: 2·(-2) + 1 = -3
4. Spalte: 2·(-3) + 6 = 0

Also:

P(2) = 0 (2 ist Nullstelle des Polynoms)
(x³ - 4x² + x + 6) : (x - 2) = x² - 2x - 3, Rest 0

Last but not least
Nun hätten wir ja fast eine Implementierung in C vergessen. Aber nein, hier ist sie: 

  int horner(int a[], int x, int n){


int h;


if(n>0)


    h=horner(a, x, n-1);


else


    return a[n];


return h*x+a[n];

  }


Vielleicht noch eine kurze Erklärung dazu. Zum Funktionskopf: a[] ist ein Array, welches den Werten a0 bis an in obigem Text gleichkommt. x ist klar, n ist der Grad des Polynoms, d.h. der momentane Grad, da es aufgrund des rekursiven Funktionsaufrufes immer weiter dekrementiert wird. h ist der momentane Funktionswert des Polynoms, der zur Berechnung des nächsten Funktionswertes benötigt wird (siehe auch o.a. rekurrente Funktionsgleichung).
Wenn der momentane Grad des Polynoms (n) >0 ist, so wird die Funktion horner() erneut mit einem dekrementierten n aufgerufen. Ansonsten (d.h. wenn n=0 (oder n<0, was aber nicht eintreten darf, wofür der Programmierer beim Einlesen von n sorgen muss)) wird der Funktionswert des Polynoms 0. Grades (n=0) zurück gegeben. Wenn die rekursive Funktion zurückkehrt, dann wird mittels h*x+a[n] der Funktionswert des Polynoms mit aktuellem Grad zurück gegeben. Bemerkenswert ist hierbei die große Ähnlichkeit zur rekurrenten Gleichung nach dem Horner-Schema.
Sind alle rekursiven Aufrufe beendet, so wird zur aufrufenden Funktion (z.B. main()) zurück gekehrt und der dortige Rückgabewert der Funktion horner() entspricht dem Funktionswert des Polynoms.


Mit diesem Text wollte ich zeigen, wie leicht es doch manchmal sein kann, mithilfe einfacher mathematischer Regeln (hier Distributivgesetz zum Erzeugen einer nested expression) eine enorme Effizienzsteigerung zu erreichen. Ziel eines jeden Algorithmen-Programmierers sollte es sein, sich eine gewisse "Toolbox" anzueignen, in der er solche mathematischen Kenntnisse abspeichert und bei Bedarf abrufen kann. Wie oben gezeigt, kann so ganz einfach aus einer Triviallösung ein optimaler Algorithmus werden (aus N² wird N), was im Normalfall immer angestrebt werden sollte. Mithilfe effizienter Algorithmen kann man nahezu jedes Problem in annehmbarer Zeit lösen und ob man nun 1 Million oder 500 Milliarden Rechenoperationen benötigt, das ist schon ein gewaltiger Unterschied! Des weiteren sollte jeder Programmierer bestrebt sein, so wenig wie möglich Multiplikationen und Divisionen in seinen Programmen zu verwenden und immer der Strichrechnung den Vortritt zu lassen. Auch hier gilt: was bei kleinen Zahlen trivial erscheint, kann bei sehr großen Zahlen eine Menge Zeit sparen.
Ich hoffe, dass ich mit diesem Text ein paar neue Anregungen geben konnte. Bei Fragen, Lob und Kritik stehe ich natürlich wie immer zur Verfügung ;)
