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Abiturpriifung Mathematik 2007 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Aufgabe 1

1.1 (8 Punkte)
Das Schaubild einer Polynomfunktion 4. Grades geht durch den Punkt S(0/2) und hat den

Wendepunkt W(1/%). Die Normale im Punkt P(—3/%) hat die Steigung %

Bestimmen Sie den Funktionsterm

1.2
Far t > 0 ist die Funktion f; gegeben durch

2
ft(x):—x4—t—x2+x+2 ; XeR.

12
Das Schaubild von f; heif3t K;.

1.2.1 (9 Punkte)
Berechnen Sie die Koordinaten der Wendepunkte von Kj.

Zeigen Sie: Die Tangente an K4 im Schnittpunkt mit der y-Achse ist parallel zu der Geraden
durch die Wendepunkte. Zeichnen Sie K4 .

1.2.2 (7 Punkte)
Die Gerade mit der Gleichung y = x + 2 schliet mit K4 zwei Flachenstlcke ein.

Berechnen Sie den exakten Inhalt eines der beiden Flachenstiicke.

1.2.3 (7 Punkte)
Bestimmen Sie die Ortskurve der Wendepunkte von K, die links von der y-Achse liegen.
1.3

Fir O<a <% ist die Funktion h, gegeben durch

hy(x)=a-sin(x-a) , xeR.
Das Schaubild von h, heift C,.

1.3.1 (6 Punkte)
Wie entsteht das Schaubild C, aus dem Schaubild der Funktion k mit k(x) = sin(x) ?

Geben Sie zwei Schnittpunkte mit der x-Achse, einen Hoch- und einen Tiefpunkt von C, an.
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1.3.2 (8 Punkte)
Die folgenden Abbildungen zeigen Schaubilder einer Funktion ha1 , einer Ableitungsfunktion

ha, , einer Stammfunktion H, von h, und einer weiteren Funktion.

Ordnen Sie die Schaubilder den Funktionen zu und begriinden Sie diese Zuordnung.
Geben Sie aq, a, und aj an.
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Abiturpriifung Mathematik 2007 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Aufgabe 2

2.1
Gegeben ist fur jedes a > 0 die Funktion f; durch
fa(x)=e ™ ; xeR

K, ist das Schaubild von fj.

2.1.1 (6 Punkte)

Betrachten Sie K fir verschiedene Werte von a und geben Sie drei gemeinsame
Eigenschaften an.

Untersuchen Sie das Krimmungsverhalten von Kj .

2.1.2 (6 Punkte)
Die Tangente und die Normale von K4 im Punkt S(0/1) begrenzen zusammen mit der

x-Achse ein Dreieck.
Begriinden Sie, dass das Dreieck gleichschenklig ist und berechnen Sie seinen Umfang.

2.1.3 (11 Punkte)
Die folgende Abbildung zeigt ein Schaubild K, mit der zugehdrigen Tangente im Punkt
S(0/1) sowie die Gerade mit der Gleichung x = u.

A
y

-1 X=u

64+

Begriinden Sie, dass das Schaubild zum Wert a = 0,5 gehort.
Berechnen Sie fur u = 3 den Inhalt der grau unterlegten Flache.
Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt fur u > 3 den Wert 1 nicht Gberschreitet.
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2.1.4 (6 Punkte)

Fara > 0und c > 0 ist eine Funktion g gegeben durch
g(x)=fa(x—-c) ; xeR

Wie entsteht das Schaubild von g aus K, ?

g(x) beschreibt den Wert eines PKW in € nach x Jahren.

Beim Kauf (x = 0) hat der PKW einen Wert von 20.000 €.

Der jahrliche Wertverlust betragt 16%. Wie missen a und c gewahlt werden, damit g diesen
Sachverhalt beschreibt ?

2.2
Gegeben ist die Funktion h mit

h(x)=cos(%xj ; xXel-1; 3]

C ist das Schaubild von h.

2.2.1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Nullstelle und den Wertebereich von h. Zeichnen Sie C.

2.2.2 (4 Punkte)

Durch die Achsenschnittpunkte von C ist eine Gerade festgelegt.
Es gibt eine Tangente an C, die parallel zu dieser Gerade verlauft.
Berechnen Sie die Koordinaten des Berihrpunktes.

2.2.3 (8 Punkte)

In die Flache, die C mit den Koordinatenachsen einschlief3t, soll ein Viereck mit mdglichst
groRem Flacheninhalt einbeschrieben werden. Bestimmen Sie den Flacheninhalt dieses
Vierecks.
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Abiturpriifung Mathematik 2007 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Losung Aufgabe 1

1.1

Der Funktionsansatz lautet f(x) = ax? +bx3 +ox? +dx +e

= f'(x)= 4ax3 +3bx? + 2cx +d = f'(x) = 12ax? + 6bx + 2¢

Da im Ansatz 5 Parameter enthalten sind, werden 5 Bedingungen bendtigt, um eine
eindeutige Funktionsgleichung aufzustellen.

S(0/2) liegt auf dem Schaubild: f(0)=2=e =2
31

W(1/ﬂ) liegt auf dem Schaubild: f(1) = 31 = a+b+c+d+e=—
12 12 12

P(—3/%) liegt auf dem Schaubild: f(-3) = % =81a-27b+9c-3d+e= %
Bei x = 1 existiert eine Wendestelle: f"(1)=0=12a+6b+2c =0

Bei x = -3 gilt mporm :%zmtang =-5=f(-3)=-5=-108a+27b-6¢c+d=-5

Mit dem GTR kann das Gleichungssystem gelost werden:
azi ,b=0, C=—1 ,d=1,e=2 f(x):ix4—1x2+x+2
12 2 12 2

1.2.1
K4 ist das Schaubild der Funktion, die bereits in 1.1 berechnet wurde.

f1(x)=%x4 —%xz +x+2:>f’(x):%x
Bedingung fur Wendepunkte: f"(x)=0= x2 -1=0= x = +1

Es gilt f"(+1) # 0, damit existieren an diesen beiden Stellen Wendepunkte.

3 _x+1=f"(x)=x% —1= f"(x) = 2x

31 7
W4(1/=-) und W (-1/—
1(1/25) und Wa(=1/-7)

Man hatte die Wendepunkte bei dieser Aufgabenstellung auch direkt mit dem GTR ermitteln
kénnen.

Die Gerade, die durch die beiden Wendepunkte verlauft, besitzt die Steigung
31 7

Ya-vi_12 12 _,
X2 — X4 1- (—1)

Die Tangente im Schnittpunkt mit der y-Achse besitzt die Steigung f{(0) =1.

Da beide Steigungen identisch sind, sind die Geraden parallel.

m
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Schaubild von K

1.2.2

Da eine exakte Berechnung verlangt ist, gentigt es nicht, die Flache mit dem GTR zu
ermitteln.
Zunachst werden die Schnittpunkte der beiden Schaubilder benétigt:

ix4—1x2+x+2:x+2:>x2-(ix2—1)=0
12 2 12

2
Als Lésung ergibt sich x = 0 oder x = +/6 .

Flache von einem der Flachenstiicke

8 1.4 12 G 1 4 1.2
A= _(‘)‘((X‘FZ)—(,I—ZX _EX +X+2))dx= j(—1—2X +§x )dx

J6
:{—ix5+1x3} =—§-\/6+\/§—0=2-x/6
0 60 5

Hinweis: Das andere Flachenstlick ist genau so grof3.
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1.2.3
Zur Bestimmung der Ortskurve der Wendepunkte, missen zunachst die Wendepunkte von
Ky ermittelt werden.

fi(x) = %x?’ —t%x+1= f(x) = x2 —t2 = f{(X) = 2x

2

Bedingung flr Wendepunkte: f{(x)=0 = x“ - t2 =0 = x = £t

Es gilt f{(xt)=2t =0
Damit gibt es zwei Wendepunkte: W1(—t/—%t4 —t+2) und Wz(t/—%tA' +1+2)

Wegen t > 0 liegt W4 links von der y-Achse.
Somit ist die Ortskurve von W, gesucht:
X=-t=t=-x

5 .4 5 4 5 4
=——t" —t4+2=-—F(X)" = (X)+2=—"FX" +X+2
T 12X () 12

Dies ist die Gleichung der Ortskurve.

1.3.1
Der Faktor a hat die Bedeutung der Amplitude. Es ist der Streckfaktor parallel zur y-Achse.
Der Ausdruck (x-a) bedeutet flir a > 0 eine Verschiebung um a Einheiten nach rechts.

Das Schaubild von k(x) = sin(x) hat Nullstellen z.B. beix=0und x == .

Durch den Faktor a (Amplitude) andert sich die Lage der Nullstellen nicht. Der Ausdruck x —
a verschiebt die Nullstellen allerdings um a Einheiten nach rechts.

Somit lauten zwei Nullstellen der Funktion h; x=0+a=a und x=n +a.

Das Schaubild von k(x) = sin(x) hat einen Hochpunkt H(%M) und einen Tiefpunkt

T(%T/— 1).

Durch den Faktor a (Amplitude) andern sich die y-Werte der Extrempunkte; diese Werte mit
dem Faktor a multipliziert.

Der Ausdruck x — a verschiebt die Extrempunkte und damit inre x-Werte um a Einheiten nach
rechts.

Somit lauten zwei Extrempunkte der Funktion h, H(% +a/a) und T(:%7r +al/-a)

1.3.2
Mit h5(x)=a-sin(x—a) gilt h;(x)=a-cos(x—a) und H,(x)=-a-cos(x—a)+C, C beliebig

Bei allen drei Funktionen ist die Amplitude a.
Aus den Schaubildern kann man entnehmen:
Schaubild 1 besitzt die Amplitude a = 1,5
Schaubild 2 besitzt die Amplitude a = 0,5
Schaubild 3 besitzt die Amplitude a = 2
Schaubild 4 besitzt die Amplitude a = 1

Da fir den Parameter a laut Aufgabenstellung 0 < a < % gilt, kann Schaubild 3 zu keiner der

Funktionen gehoren und scheidet damit aus.
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Da alle Schaubilder auch um den a-Wert nach rechts verschoben sind, war das Schaubild 1
bevor es um a = 1,5 nach rechts verschoben wurde, eine Sinusfunktion.
Somit muss Schaubild 1 der Funktion h, entsprechen mita=1,5

Analog war das Schaubild 4, bevor es um a = 1 nach rechts verschoben wurde, eine
Kosinusfunktion. Somit muss Schaubild 4 der Funktion h}; entsprechen mita = 1.

Somit gehdrt das Schaubild 2 zu einer nach oben verschobenen Stammfunktion H, mit
a=0,5.
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Abiturpriifung Mathematik 2007 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Losung Aufgabe 2

211

a=0,5

Gemeinsame Eigenschaften:
¢ Alle Schaubilder laufen durch den Punkt P(0/1).
e Flr x —» « gilt f(x) » 0 (x-Achse ist waagrechte Asymptote)
¢ Alle Schaubilder verlaufen oberhalb der x-Achse.

¢ Die Schaubilder sind streng monoton fallend und besitzen weder Extrem- noch
Wendepunkte.

Das Krimmungsverhalten wird mit der zweiten Ableitung f; untersucht.

a ax 2 —ax

= fi(x)=-a-e " = fi(x)=a"-e
Da fur alle x-Werte gilt f;(x) > 0, ist das Schaubild von f tUberall linksgekrimmt.

fa(x)=€"

21.2

Normale
Tangente

Tangentensteigung m =f'(0) = -1 und damit Tangentengleichung y = —-x +1
tang

Normalensteigung: myorm =1 und damit Normalengleichung y = x +1
Die Schnittstellen der Normale und der Tangente mit der x-Achse sind P(1/0) bzw. Q(-1/0).

Da die Strecken PS und QS sind gleich lang (Symmetrie !) und damit ist das Dreieck
gleichschenklig.
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Umfang des Dreiecks:
Es gilt PS =12 +12 =42 (Pythagoras) und damit UDreieck =2 J2+2 LE

21.3
Die einzeichnete Tangente geht durch die Punkte S(0/1) und R(2/0). Sie besitzt die Steigung

1
m=——.
2

Es gilt f;(0) =—a und damit muss a = 0,5 sein.

Flache firu = 3:
Die Flache wird in zwei Teile zerlegt, da die untere Randkurve bis zur Stelle x = 2 die
Tangente darstellt und ab x =2 die x-Achse ist.

Die Tangentengleichung lautet y = —%x +1

2 3 5
A = [(e70% —(—1x+1))dx+ e 09Xy = | —2¢70:5% +1x2 -x| + [— 29‘0’5"]2
0 2 5 4 .

=2 "11-2-(-2+0)-2e"" +2e71=1-2¢7" ~ 0554 FE
Far allgemeines u > 3 gilt:

2 u 5
A=[(e 0 - (L x+ )x o+ [e 0%dx =| - 2700 4 12 x| +|2eosx)
2 4
0 2 0
= _2e_1 +1_2_(_2+0)_26—0,5U +26_1 _ 1_26—O,5u

-0,5u

Da der Summand - 2e immer negativ ist, gilt A< 1 furalleu >3

214
Das Schaubild von g entsteht aus K, durch eine Verschiebung um c¢ Einheiten nach rechts.

g(x) = fa(x —c) = e 3X7C) — g3 . gaC

Es soll gelten: g(0)= 20000 = e¢2° =20000 (1)

Bei einem jahrlichen Verlust von 16% bedeutet dies g(1) = 16800 Euro
g(1)=16800 = e 2 .e2° =16800 (2)

Einsetzen von (1) in (2) ergibt: €2 -20000 = 16800 = e @ = 0,84 = a = —In(0,84) = 0,174
Eingesetzt in (1) ergibt: €%174¢ = 20000 = 0,174¢ = In(20000) = ¢ = 56,80

Die Funktion lautet g(x) = e~ %174(x~56.80)

10
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2.21

Schaubild von h:

-t —27w/3 —mw/3 0 /3 27TX3 T 4w/3  57/3 27
-0,5+

14

Nullstelle: cos(% xj =0

Die Kosinusfunktion cos(u) besitzt bei u = (2k + 1)-% mit ganzzahligem k Nullstellen, also

bei u e {...,—gn,—%n,%n,gn,...} .

Folglich besitzt h im Intervall x e [-1.3] nur fir x = 2 eine Nullstelle, denn dort nimmt die

Klammer den Wert %n an.

Wertebereich von h:
An der Stelle x = 0 wird der hdchste Wert h(0) = 1 angenommen.

Der kleinste y-Wert wird gemaf Schaubild bei x = 3 angenommen mit h(3) = -0,707 = —%\/5

Damit lautet die Wertemenge W = [—%\/5;1]

222
Die Achsenschnittpunkte lauten S(0/1) und N(2/0).
Die Steigung der Gerade durch S und N ist m = % = —%.

Gesucht ist nun ein Punkt auf dem Schaubild von h mit der Steigung —%.

hx) = - sin| Tx | = - = sin| Tx | = 2 mit x e [-13]
4 4 2 4 i

Flati Flakz Flats j;,gﬂ-"‘-Huﬂﬁh
SRR N =| BN aT fa o N

“YzEZ-m
“Nax=
“Ny=
“HNe=

~h e = InkcFsee
M= w=.B7BE718Y Y=.8=BH1597"7

Als Lésung mit dem GTR ergibt sich x = 0,879. Mit h(0,879) = 0,77 folgt B(0,879/0,77) als
Beruhrpunkt.

11
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223

/\ R(u/h(u))

Zz
| RS

2  -1,5 -1 -0,5 O 0.5 1 1,5 2,5

N

Da das gesuchte Viereck keine bestimmte Gestalt haben muss, ergibt sich der grofite
Flacheninhalt, wenn die Eckpunkte O, S und N mdglichst weit auRen gewahlt werden.

Der Punkt R(u/f(u)) mit 0 <u <2 muss nun so gewahlt werden, dass das Viereck ONRS eine
moglichst groRe Flache liefert.

Es gilt: Ayjiereck = ATrapez + ADreieck

Aviereck = %(1 +h(u))-u +%-(2 —u)-h(u)= %(1+cos(%uj)-u +%(2—u)-cos(%u}

Flakl Flotz Flotz
w1 ERA 2 loos i
Ak k4] A2k 2 —
AARCOS LA d R D
wWe=

wWr=

mMy= Haxirun
“Me= n=BPEES ST =l ednEdlES

Mit dem GTR ergibt sich fir u = 0,879 eine maximale Flache von A = 1,21 FE.
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