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Abiturpriufung Mathematik 2013 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien — Analysis, Aufgabe 1

1.1
Die Funktion f ist gegeben durch

f(x)= 2+2$in(% xj ; X eR.
Das Schaubild von fist K.

1.1.1 (8 Punkte)
Beschreiben Sie, die K aus dem Schaubild mit der Gleichung y = sin(x) hervorgeht.

Geben sie die Periode und die Wertemenge von f an.
Zeichnen Sie Kfur -3 <x<5.

1.1.2 (5 Punkte)
Bestimmen Sie den Schnittwinkel der Tangenten an K in zwei benachbarten
Wendepunkten von K.

1.1.3 (8 Punkte)

Zwischen zwei benachbarten Tiefpunkten von K schlief3en K und die x-Achse eine
Flache ein. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

Ermitteln Sie die Stammfunktion F von f, deren Schaubild durch den Punkt P(-1/0)
verlauft. Dem Funktionswert F(4) entspricht der Inhalt einer Flache in Ihrer Zeichnung
aus 1.1.1. Schraffieren Sie diese Flache.

1.1.4 (5 Punkte)

Im 2.Quadranten schlief3t K mit den Koordinatenachsen eine Flache ein. In diese
Flache werden Rechtecke so einbeschrieben, dass zwei Seiten auf den
Koordinatenachsen liegen.

Bestimmen Sie die Seitenlangen des Rechtecks mit dem grofRten Flacheninhalt.

1.1.5 (5 Punkte)

Das Schaubild K und die Gerade mit der Gleichung y = 2 begrenzen mehrere
Flachenstucke.

Diese rotieren um die x-Achse.

Berechnen Sie flr eines der Flachenstlcke das Volumen des von ihm erzeugten
Rotationskorpers.
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1.2
Far a > 0 ist die Funktion g, gegeben durch

g.(x)=ax+e™ ; xeR
Das Schaubild von g, ist G,.

1.2.1 (4 Punkte)
Die Gerade n ist die Normale von G, im Schnittpunkt von G, mit der y-Achse.

Weisen Sie nach, dass es keine Tangente an G, gibt, die parallel zu n verlauft.

1.2.2 (6 Punkte)
Bestimmen Sie a so, dass das Schaubild G, die x-Achse beruhrt.

Geben Sie den Beruhrpunkt an.

1.3 (4 Punkte)
In der Abbildung sind die Schaubilder

der Funktion h, ihrer Ableitungsfunktion ty alefc
h" und einer Stammfunktion H von h i
eingezeichnet. 3t
Ordnen Sie die Schaubilder den L1

Funktionen h, h"und H zu und
begrinden Sie lhre Entscheidung.
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Abiturpriufung Mathematik 2013 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien — Analysis, Aufgabe 2

2.1
Gegeben ist fur jedes t < 0 die Funktion f, mit
ft(x):ix2+1+4t : xeR

4 t

Das Schaubild von f, ist K, .

2.1.1 (9 Punkte)

Zeichnen Sie K_, sowie die Gerade g mit der Gleichung y = %x+ 6in ein

gemeinsames Koordinatensystem.
Die Orthogonale zur Geraden g durch den Punkt Q(0/6) bildet zusammen mit g und
der x-Achse ein Dreieck.

K_, begrenzt mit der x-Achse eine Flache, die aus dem Dreieck ausgeschnitten wird.
Berechnen Sie den Inhalt der verbleibenden Flache.

2.1.2 (4 Punkte)
Weisen sie nach, dass die Gerade mit der Gleichung y = x + 4 Tangente an K_, ist,

und ermitteln Sie den zugehorigen Beruhrpunkt.
Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen von K_, in diesem Punkt.

2.1.3 (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass es keinen Punkt gibt, der auf allen Schaubildern K, liegt.

2.1.4 (5 Punkte)
A ist das Schaubild einer Funktion, B das Schaubild ihrer Ableitungsfunktion und C
das einer ihrer Stammfunktionen.

‘}y ‘Fy
1 1 1

X

Y N TTF

Es gibt einen Wert von t, flr das K, eines der Schaubilder A, B, C ist.

Bestimmen Sie diesen Wert von t.
Bestimmen Sie damit die Funktionsterme der zu A, B und C gehdrenden Funktionen.
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2.2
Fur jedes a > 0 ist C, das Schaubild der Funktion h, mit

h,(x)=(x-4a)-e""; xeR.

2.2.1 (3 Punkte)
Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte von C, .

2.2.2 (6 Punkte)

Zeichnen Sie C, .
4

Die Koordinatenachsen und das Schaubild C, schliel3en eine Flache ein.
2

Diese Flache rotiert um die x-Achse.

Bestimmen Sie das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.

2.2.3 (7 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Gerade mit der Gleichung y = (4a*+1)- x —4amita > 0 das
Schaubild C,

auf der y-Achse beruhrt.
Berechnen Sie den Wert von a, fur den der Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-
Achse am weitesten rechts liegt.

2.3 (8 Punkte)
Die Funktion g hat folgende Eigenschaften:

(1) g()=-1 und g'(1)=0
(2)  9(0)>0
@) 9'(2)>0

(4 [g(x)dx=0

Welche Bedeutung hat jede einzelne Eigenschaft fir das Schaubild von g ?
Skizzieren Sie ein mdgliches Schaubild von g.

4 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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Abiturpriufung Mathematik 2013 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien — Analysis, Losung Aufgabe 1

1.1.1

Das Schaubild K geht in folgenden Schritten aus y = sin(x) hervor:

1.) Streckung mit Faktor 2 in y-Richtung: y =2-sin(x)

2.) Streckung mit Faktor 2 in x-Richtung (Kehrwert !): y = 2-sin(gx)
T

3.) Verschiebung um 2 nach oben: y=2- sin(gx)+ 2

Zeichnung des Schaubildes K:

y
4
\ TN /
2.!
NIY, \[ | [/
NV
T T T

Die Periode von f betragt p = 2—7: =4 (was man auch aus der Zeichnung ablesen kann)

2
Die Wertemenge von fist W =[0 ; 4].

1.1.2

Berechnung der Wendepunkte von f(x):
Hinreichende Bedingung: f"(x)=0 und f"(x)=0.

Mit dem GTR ergibt sich die Wendestelle als Extremstelle der Ableitungsfunktion f'(x)

Flokl Flakz Flokz
S1=2eZsindn e \ /\
=NYeBrberiwiy'1 . ¥, \ /

£ ]I\
wMWa=

Wiy = Minir
wHe= #z1.19

u
o988 Y=-riyisol

Die Ableitungsfunktion hat zwei benachbarte Extremstellen bei x = 0 und x = 2.
Somit besitzt f zwei benachbarten Wendestellen bei x = 0 und x = 2.

Fir die Schnittwinkel der Tangenten werden die Tangentensteigungen bendétigt.

5 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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Es gilt f(x)=2-cos| Zx |- £ =n-cos| =x
27) 2 2

Tangentensteigung bei x = 0: f'(0)=n=
Tangentensteigung bei x=2: f'(2)=-=n

Schnittwinkel der Tangenten:

m, —m,
1+m,-m,

:tana:‘i_zn)

tano = =tana ~ 0,708 = a =35,3°

-7
1.1.3

Anhand des Schaubildes K erkennt man, dass an den Stellen x = -1 und x = 3 zwei
benachbarte Tiefpunkte existieren.

3
Flache zwischen K und der x-Achse = jf(x)dx =8 (GTR)
-1

Stammfunktion F von f: F(x)=2x— 2003[% xj 2 +C=2x —icos[ng +C
T T

P(-1/0) liegt auf F(x): 0=2-(-1) —icos(—gJ +C=C=2
T

Die gesuchte Stammfunktion lautet F(x)=2x - icos (ng +2
T

Es qilt F(4)=8—icos(2n)+2=10—iz8,73
T T

Da F(-1) = 0 ist, entspricht F(4) der Flache im Intervall x = -1 bis x = 4 zwischen f(x) und der
x-Achse:

N/

A Aa¥

6 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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1.1.4

Skizze des Rechtecks im 2.Quadrant:

A
y
L~
ped
//
I
b
P22 T orfw))
AN
— ! d
aRiuaEs

Gesucht ist der Wert von u mit u < 0, so dass das Rechteck RPQO einen maximalen
Flacheninhalt besitzt.

Aufstineﬂer Zielfu_nktion, die die Flache diRechtecks darstellt:
A=PR-OR mit PR=f(u)-0=f(u) und OR=(0-u)=-u
Daraus folgt A(u)=—u-f(u)=—u- (2 + 23in[guD

Gesucht ist das absolute Maximum von A(u) im Intervall —1<u<0:
Hinreichende Bedingung fur lokales Maximum: A’(u)=0 und A"(u)<O0.

Losung mit dem GTR:

Flotl Flokz Flats
SWE -HEk 2+ 2R in
T

M=

wMWa=

My=

i ES Haxirur

~ME= ¥ ZEEONOF _¥=.334ZAEED

A(u) besitzt bei u = -0,354 ein lokales Maximum.
Da an den Randern A(-1) = 0 und A(0) = 0 gilt, liegt bei u = -0,354 sogar ein absolutes
Maximum vor.

Die maximale Flache des Rechtecks ist A(-O_,354) = 0,334 Flacheneinheiten.
Die Seitenlangen des Rechtecks betragen OR = 0,354 und PR =f(-0,354) = 0,944

7 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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1.1.5

Das Volumen soll fur die Rotation der grauen Flache bestimmt werden:

A
Yy

4

\ 1/ \x
—f— \____.a._--___ \__.__,_
\ / \[ ||/
\_/ NI

-3 -2 -1 10 1 2 3 4 5

™
L]

A Aa¥

0
Fiir das Rotationsvolumen gilt: V = - J‘(22 —f(x)?)dx ~ 19,43 Volumeneinheiten (GTR)
)

1.2.1

Esist gy5(x)=0,5x+e™ mit gj5(x)=0,5-e™
Der Schnittpunkt mit der y-Achse lautet S, (0/g,5(0))=S,(0/1)

Die Steigung der Tangente an der Stelle x = 0 lautet g,5(0)=-0,5.

Die Steigung der Normalen an der Stelle x = 0 lautet my ;a6 = — L -1 2.

mTangente

Nachweis, dass es keine Tangente mit der Steigung m = 2 existiert:
Jo5(X)=2=0,5-e " =2=e" =-1,5 diese Gleichung ist nicht I6sbar
Damit gibt es keine Tangente, die parallel zur Normalen n ist.

1.2.2
Esgilt g,(x)=ax+e™ mit g,(x)=a-e™

Bedingung, dass das Schaubild G, die x-Achse beruhrt:
1.) gemeinsame Steigung: g,(x)=0, also a—e™* =0 (*)

2.) gemeinsamer Punkt: g,(x)=0, also ax+e™ =0 (**)

Aus (*) folgt: a=e™.

Einsetzen in (**): e*-x+e*=0=e*(x+1)=0

Mit dem Satz vom Nullprodukt folgt als einzige Lésung x = -1.
Daraus folgt aus (*): a=¢'.

Fir a = e berlhrt das Schaubild G, die x-Achse.
Der Berlhrpunkt hat die Koordinaten B(-1/0).

8 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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1.3

Die Zuordnung der Schaubilder A, B, C auf die Funktionen H, h und h" kann man am
einfachsten am Verhalten an der Stelle x = 0 durchfiihren:

Bei x = 0 besitzt das Schaubild C eine Wendestelle.
Bei x = 0 besitzt das Schaubild B eine Extremstelle (relatives Minimum).
Bei x = 0 besitzt das Schaubild A eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von - nach +.

Somit gehdért Schaubild C zur Stammfunktion H.

Schaubild B gehért zur Funktion h
Schaubild A gehért zur Ableitungsfunktion h'.

9 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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Abiturpriufung Mathematik 2013 (Baden-Wiirttemberg)
Berufliche Gymnasien — Analysis, Losung Aufgabe 2

211

Zeichnung von K, sowie der Geraden g: y = %x +6

Esist f_(x)= —%xz +3

5  fa/ 3] 211 o 1 2 3 \ 4

/ Bl

Die Orthogonale zu g besitzt die Steigung m = 1 =—
m

Die Orthogonale durch Q(0/6) besitzt die Gleichung y = —%x +6

~

N

Y
\\9{\
5;

RS
4 ~

\ oy

-5 SIE 3
/ - T

Schnittstelle der Orthogonalen (gestrichelt) mit der x-Achse: —gx +6=0=>x=9

NE
2N
4

Die Grundseite des Dreiecks hat die Lange 13, die Dreieckshdhe ist 6.

Die Dreiecksflache betragt A, = % -13-6=39FE

Schnittpunkt von K_; mit der x-Achse: —%xz +3=0=x=+/12

V12
Flache, die K_, mit der x-Achse begrenzt: A, = j f ,(x)dx~13,856 FE
12

Der Inhalt der verbleibenden Flache betragt A=A, - A, =25144FE

10 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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2.1.2

Esist f ,(x)=-0,025x* -6 mit f’y,(x)=-0,05x..
Die Tangente besitzt die Steigung m = 1.

Berechnung der Beruhrstelle der Tangente: f'y (x)=1= -0,05x =1= x =-20
y-Wert des Beruhrpunktes: f_,,(-20)=-16, also B(-20/-16)

Die Gerade y = x + 4 ist dann die Tangente, wenn B auf der Gerade liegt.
Punktprobe: -16 =-20 + 4 ergibt eine wahre Aussage.

Damit ist y = x + 4 eine Tangente an das Schaubild mit dem Berthrpunkt B(-20/-16).

Gleichung der Normalen im Punkt B(-20/-16):

Die Normalensteigung betragt my, .,z = B = 1 =-1.

mTangente 1
Ansatz fur die Normale: y=-1-x+b

Einsetzen von B(-20/-16);: -20=16+b=b=-36.
Die Gleichung der Normalen lautet y =-x—-36.

2.1.3
Nachweis, dass es keinen Punkt gibt, der auf allen Schaubildern der Schar liegt:

Zunachst werden zwei (beliebige) konkrete Parameterwerte gewahlt: t =-0,1 und t = -1

Berechnung der Schnittpunkte der Schaubilder K_j, und K_;:

Mit f_o,(x)=-0,025x* -6 und f_1(x)=—%x2 + 3 folgt:

~0,025x% -6 =—%x2 +3 =0,225x2=9=x2 =40 = x =+/40

Mit f_(+/40) = —% .40 +3 =7 lauten die Schnittpunkte S,,(+v/40/-7).

Nun wird geprift, ob diese Schnittpunkte auch auf allen anderen Schaubildern der Schar
liegt.

Punktprobe von 81’2(1\/5 [ =T7) fur die Funktionenschar:

_721.40+1+4t
4

:>—7=10t+%+4

Da diese Gleichung nicht fur alle Werte von t gultig ist (dies ware nur der Fall, wenn sich die
Parameterwerte auflosen wiirden), liegen die beiden Punkte nicht auf allen Schaubildern
der Schar.

Somit gibt es keinen Punkt, der auf allen Schaubildern der Schar liegt.

11 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013



s
Ahwarz www.mathe-aufgaben.com

21.4

Das Schaubild A ist eine ganzrationale Funktion 3.Grades, B ist eine ganzrationale Funktion
2.Grades und C eine ganzrationale Funktion 4.Grades.

Somit kann K, nur zu Schaubild B gehdren.
Das Schaubild B verlauft durch O(0/0).

Es muss also gelten: ft(0)=0:>£-02+1+—ft=0:>1+4t=0:>t=—0,25

Die Funktion f o ,5(x) = —%xz gehért zum Schaubild B.
Die Funktion g(x) = —ix3 gehort als Stammfunktion von f ,, zum Schaubild A.
48 ,

Die Funktion h(x)= —é x* +0,5 gehért als Stammfunktion von g zum Schaubild C.

(Der Summand "+0,5" ist erforderlich, da das Schaubild C durch den Punkt P(0/0,5) verlauft.

2.2.1

Schnittpunkt von C, mit der y-Achse: h,(0)=(0 —4a)-e’ =—4a, also S,(0/-4a).

Schnittpunkt von C, mit der x-Achse: h,(x)=0=(x-4a)-e™® =0

Mit dem Satz vom Nullprodukt folgt x = 4a.
Der Schnittpunkt mit der x-Achse lautet N(4a/0).

222
Es ist hy,5(x)=(x-1)- e 0%

Zeichnung von C ;5 :

y
1 .
L] T
- X
2 | -1 10 1 |23 ]lals |67 ]18]9]|
N4
2

Die Funktion h,(x)=(x —1)-e%* schneidet die x-Achse an der Stelle x = 1.
2

1
Berechnung des Volumens des Rotationskorpers: V = - J‘hO’ZS(x)zdx ~ 0,928 VE (GTR)
0

12 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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2.2.3

Die Gerade wird bezeichnet mit g,(x) = (4a® +1)-x—4a
Nachweis, dass die Gerade das Schaubild C, auf der y-Achse berthrt:

1. Bedingung: gemeinsamer Punkt der Gerade und des Schaubildes bei x = O:
h,(0)=-4a und g,(0)=—-4a

Die beiden Schaubilder haben den gemeinsamen Punkt B(0/4a).

2. Bedingung: gemeinsame Steigung an der Stelle x = O:

Esist g,(x)=4a®+1 und daher g,(0)=4a” +1.
Esist h(x)=1-e™ +(x—4a)-e™ -(-a) und daher

h!(0)=1-e° +(-4a)-e, -(-a)=1+4a’

Die beiden Schaubilder besitzen bei x = 0 dieselbe Steigung.

Damit ist gezeigt, dass sich die beiden Schaubilder auf der y-Achse beruhren.

Schnittstelle der Geraden mit der x-Achse:

(482 +1)-x—4a=0= x=—32_
2
4a“ +1

Gesucht ist der Wert von a, fur den der Term fur a > 0 ein absolutes Maximum

4a® +1

annimmt.

Lésung mit dem GTR:

Flotl Flokz Flat:
SRR G241
M=

wMWa=

My=

wMe=

B Haxirur

“Me= ¥=.4aoogEzz _y=1

Der Term besitzt ein absolutes Maximum ftr a = 0,5.

2.3

(1) g(1)=-1und g'(1)=0: Der Punkt P(1/-1) liegt auf dem Schaubild von g
und besitzt eine waagrechte Tangente.

(2) d'(0)>0: Ander Stelle x = 0 ist die Steigung der Tangente an das Schaubild von g
positiv.

(3) g"(-2)>0: An der Stelle x = -2 ist das Schaubild von g linksgekrimmt.

13 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013
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6
(4) Ig(x)dx =0: Zwischen x = 0 und x = 6 sind die Flachen, die das Schaubild von g(x)
0

oberhalb und unterhalb mit der x-Achse einschlie3en, gleich grof3.

Ein mogliches Schaubild von g kdnnte so aussehen:

\\ by
\ 4
o
\ X
X1 2]-1]o0 1 | 27 3 s\ 6 |
\ 5]
\// B \
-6 \
. |
|
_10..
|
-12
|
-14
| |
|
14 Zuletzt aktualisiert: 26.12.2013



