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Abiturprifung Mathematik 2009 (Baden-Wirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Aufgabe 1

1.1 (7 Punkte)

Das Schaubild P einer Polynomfunktion dritten Grades hat den Wendepunkt W(-4/-4) und bei
X = -2 einen Extrempunkt.

Die Normale von P in W schneidet die x-Achse an der Stelle x = 8.

Bestimmen Sie den zugehdérigen Funktionsterm.

1.2
Fir jedes k OR ist G, das Schaubild von g, mit

g (X) =%x(x—2k)2; x OR

1.2.1 (8 Punkte)
Welche der folgenden Schaubilder kdnnten zu einer Funktion g, gehoren, welche nicht ?

Begriinden Sie lhre Entscheidung und ermitteln Sie gegebenenfalls den zugehdérigen Wert
von k.

Schaubild 1 Schaubild 2
1 Yy 1 y
6 6
4 4

A 2o

-101 -101

Schaubild 3 Schaubild 4

\ y
601 20T

501 101

401

301

201

101




%
Ahwarz www.mathe-aufgaben.com

1.2.2 (7 Punkte)
Bestimmen Sie die Ortskurve der Tiefpunkte aller G, mit k < 0.

1.3

Fir jedes tOR ist die Funktion f, gegeben durch
f.(x)=(t-x*)&™, xOR

Das Schaubild von f, heif3t K,.

1.3.1 (11 Punkte)
Zeichnen Sie K, .
Die Schnittpunkte von K, mit der x-Achse und der Punkt P(u/f,(u)) mit-2 <u < 2 sind die

Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen Sie u so, dass der Flacheninhalt des Dreiecks
maximal wird.

Um wie viel Prozent weicht der Flacheninhalt dieses grof3ten Dreiecks vom Inhalt der Flache
ab, die von K, und der x-Achse eingeschlossen wird ?

1.3.2 (5 Punkte)
Die Tangente an K, im Schnittpunkt von K, mit der y-Achse, die x-Achse und die Gerade

mit der Gleichung x = ¢ begrenzen ein Dreieck.
Berechnen Sie einen Wert von ¢ so, dass das Dreieck den Flacheninhalt 8 hat.

1.3.3 (7 Punkte)
Fur welche Werte von t hat K, zwei Punkte mit der x-Achse gemeinsam ?

Ermitteln Sie fir diese Werte von t den Abstand dieser beiden Punkte.
Fir welche Werte von t hat K, zwei Extrempunkte ?
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Abiturprifung Mathematik 2009 (Baden-Wirttemberg)
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2.1
Fir jedes t > 0 ist die Funktion f, gegeben durch

f.(x)= —%x“ +x®-x; xOR

Das Schaubild von f, heif3t K,.

2.1.1 (9 Punkte)
Zeichnen Sie K, .

Berechnen Sie den Schnittpunkt der beiden Wendetangenten von K, exakt.

2.1.2 (7 Punkte)

Die erste und die zweite Winkelhalbierende sowie die Gerade mit der Gleichung y = 3x-4
begrenzen ein Dreieck.

Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

In welchem Verhaltnis teilt K, diese Dreiecksflache ?

2.1.3 (6 Punkte)
Fur welche Werte von t hat K, einen Wendepunkt mit positiver Steigung ?

2.1.4 (5 Punkte)
Prifen Sie, ob es ein t gibt, so dass die Gerade mit der Gleichung y = -x das Schaubild K,
senkrecht schneidet.

2.2 (8 Punkte)

Eine Polynomfunktion h hat folgende Eigenschaften:

(1) h(0) =2

(2) h'(x)=0 furx=-4und firx=2

(3) h'(x)=0 fur x<2

(4) h"(x)>0 fir-4<x<0

Welche Bedeutung hat jede einzelne Eigenschaft fir das Schaubild von h ?
Skizzieren Sie ein mdgliches Schaubild von h.

2.3
Fir jedes k > 0 ist die Funktion g, gegeben durch

9, (x) = cos(kx) + 2k; x OR
Ihr Schaubild ist G,

2.3.1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die exakten Koordinaten der Hoch- und Wendepunkte des Schaubilds G; im

Bereich —05<x<25.

2.3.2 (6 Punkte)
Welche Auswirkungen hat eine VergroRerung von k auf das Schaubild ?
Wie muss k gewahlt werden, damit die Funktion g, die Periode 4 hat ?

Fur welche Werte von k besitzt die Funktion g, Nullstellen ?

3
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Abiturprifung Mathematik 2009 (Baden-Wirttemberg)
Berufliche Gymnasien ohne TG — Analysis, Losung Auf  gabe 1

1.1
Der Ansatz fur die Polynomfunktion 3.Grades lautet f(x) = ax® +bx? +cx +d.

Daraus folgt f'(x) = 3ax? + 2bx +¢ und f"(x) = 6ax +2b.

Folgende Bedingungen kénnen dem Aufgabentext entnommen werden:

Punkt (-4/-4) liegt auf dem Schaubild: f(-4) = -4 = —-64a+16b-4c+d=-4 (1)
Bei x = -4 existiert Wendestelle: f'(-4)=0= -24a+2b=0 (2)

Bei x = -2 existiert Extrempunkt: f'(-2)=0=12a-4b+c=0 (3)

Von der Normalen in P ist bekannt, dass sie den Punkt W(-4/-4) und N(8/0) enthalt.
Damit kann die Steigung der Normalen berechnet werden:
_Yw "Yn _~-4-0_1

Myormate = - -5
Xw ~Xy ~—4-8 3

Daraus folgt die Steigung der Tangente bei x = -4: m,,, = S S -3

mNorm
Damit gilt als weitere Bedingung: f'(-4) =-3 = 48a-8b+c=-3 (4)

Nun liegt folgendes lineares Gleichungssystem vor:

-64a +16b -4c +d
-24a +2b = 0
12a -4b +c
48a -8b +c

1
|
SN

non
| o
w

Mit dem GTR folgt: a=% 'b=3;¢c=9:;d=0

Die Funktionsgleichung lautet f(x) = %x3 +3x2 +9x

121
Das Schaubild der Funktion g, besitzt bei x = 0 eine einfache Nullstelle und bei x = 2k eine

doppelte Nullstelle.
Fur den Spezialfall k = 0 existiert bei x = 0 eine dreifache Nullstelle.

Das Schaubild 4 besitzt bei x = 0 eine doppelte Nullstelle, da dort ein Extrempunkt vorliegt.
Da dies fiir keinen Wert von k mdglich ist, kann dieses Schaubild nicht zu einer Funktion g,

gehdoren.

Verhalten flr x — oo :
Fir x — o strebt g,(X) — .

Fir x - —co strebt g, (x) - —oo.
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Da das Unendlichkeitsverhalten von Schaubild 1 nicht zu der Beschreibung von g, passt,
kann auch Schaubild 1 nicht zu einer Funktion g, gehdren.

Das Schaubild 2 erfiillt die genannten Bedingungen. Da die doppelte Nullstelle bei x = -6 liegt
muss fur das Schaubild 2 gelten: 2k = -6 = k =-3.

Das Schaubild 3 erfiillt auch die genannten Bedingungen. Da die doppelte Nullstelle bei
x = 10 liegt muss fiir das Schaubild 3 gelten: 2k =10 = k=5.

1.2.2
Die Funktionsgleichung lautet g, (x) =%x [x? - 4kx + 4k?) =%x3 —kx? +k?x

Ableitungen: g, (x) = Ex -2kx +k? =0 und g;(x) = —x 2k

Berechnung des allgemeinen Tiefpunktes der Schar:

g{((x)=0:>%x2—2kx+k2 =0

/ 2 _ 2
_2kt 4k 4Dzi[lk kK

Xl.2 - E - 3
2

und damit x, =2k und x, :ék

2
0k (2k) =3k —2k =k <O fur k < 0 und damit liegt dort kein Tiefpunkt vor.

Ok (%k) =k -2k = -k >0 fur k < 0 und damit liegt dort ein Tiefpunkt vor.
Berechnung des y-Wertes vom Tiefpunkt:
1.8 ikg, 2 8 8

gk(—k) g—k?3 +=k*® = —k? und damit lautet der Tiefpunkt TP(gk/—kS)
4 27 9 3 27 3 27

Berechnung der Ortskurve der Tiefpunkte:

3

2 3 . ) 8 . 8 (3

x ==k =k =Zx eingesetztin y=—k® ergibt y=— [ =x| =x
g KT e y=o77 ety 27[62 J

3

Da k < 0 ist, nehmen die Tiefpunkte wegen x = %k nur negative x-Werte an.

Daher ist die Ortskurve y = x® nur fiir x < 0 mit Tiefpunkten der Funktionsschar belegt.
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1.3.1
Zeichnung fur t = 4: Skizze des Dreiecks;
Ay Ay
N N
[\, [\,
[\ [\
K_4I o1 K_4I o1
| \ | \
| \ | \
4.\ A PCU/E 4u))
T\
TN
1..
R T O e e

Berechnung der Schnittpunkte von K, mit der x-Achse:
f,(xX)=0=>(4-x*)[8" =0 4-X>=0 o x=%2
Die Schnittpunkte lauten N,(-2/0) und N,(2/0).

Berechnung der Dreiecksflache: A = % N;N, th = 1 4, (u)

N

= AU)=204-u*)e™ fir-2<u<?2
Mit dem GTR ergibt sich fur u = -1,236 ein absolutes Maximum mit A(-1,236)=17,02 FE.

Die Flache zwischen K, und der x-Achse betragt:

2 2
A= j f,(x)dx = j (4-x?*)edx =1559 FE (GTR)
-2 -2

17,02

Prozentuale Abweichung von der Dreiecksflache: 5 =10917 =109,17%

Die prozentuale Abweichung betragt 9,17%.

1.3.2

Der Schnittpunkt von K, mit der y-Achse lautet S(0/f,(0)) =S(0/4).

Berechnung der Tangentengleichung in S:
Tangentensteigung m,,, = f,(0):

fi(x) = (4-x?*)Q-e )+ (-2x) [ =e™* [[-4 + x* —2X)
Daraus folgt f,(0) = -4.

Einsetzen von m = -4 und S(0/4)in y=mx+c: 4=-4[0+c=c=4
Die Tangentengleichung in S lautet y = -4x + 4.

6
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Berechnung der Schnittstelle R der Tangente mit der x-Achse:
-4x+4 =0 < x =1 und damit R(1/0).

—

Koordinaten von Q: Q(c/0)
Koordinaten von T: T(c/-4c+4) (x-Wert c in die Tangentengleichung einsetzen)

Flache des Dreiecks: A = % [QR QT = % [l-c){-4c+4)=2c®> -4c+2

Nun soll gelten: 2c? —4c+2=8=2c?> -4c-6=0

_4+416+48 _4+8

=>Cq, =
12 2 2

Daraus folgt ¢ = 3 oder ¢ = -1.

Es gibt somit zwei verschiedene Werte fiir ¢, wobei fir ¢ = 3 die Gerade x = ¢ rechts von R
und die Dreiecksflache unterhalb der x-Achse liegt.

1.3.3
Berechnung der Schnittstellen mit der x-Achse:

f.(x)=0=(t-x*)&™* =0
Satz vom Nullprodukt: t—x* =0 oder e™ =0 (die letzte Gleichung besitzt keine Lésung)
t-x2 =0= x =+t

Damit diese beiden Losungen existieren, muss t > 0 sein. Fir t = 0 existiert nur eine
Nullstelle x = 0.

Abstand der Nullstellen: d =2 B/f

Berechnung der Extrempunkte:

f.(x)=(t-x?)&™

fi(x) = (t-x?)[{-e ™) +(-2x) & =e (-t +x* - 2x)

fi(x)=-e*(-t+x*-2x)+e ¥ (2x-2) =e X (t—-x® +2x +2x —2) = e ¥ (-X® +4x -2 +1)
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fi(x)=0=>e™*(-t+x*-2x)=0
Satz vom Nullprodukt: Da e ™ =0 keine Lésung besitzt, kann nur x? -2x -t =0 werden.

:Zi\/;1+4t :2122\/1+t :1i\/m

X1
Es existieren zwei Losungen furt > -1.

Prifung, ob bei x =1++/1+t Extrempunkte vorliegen:

frle1+1) = e 0 (12 1+1)2 + 412 1+1) -2 +1)
=e 0 Q1T 2T+t ~1-t+ 4+ 41+ 1 -2+ 1) = e ) 2T+ 1)

Fir t > -1 ist die zweite Ableitungsfunktion ungleich null, damit existieren bei x =1++/1+t
auch Extrempunkte.
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Zeichnung fir t = 4:

N

w
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Berechnung der Wendepunkte von K, :
1
f,(x) =—=x* +x® -x
()=

fi(x)=—x*+3x* -1
f3 (x) = =3x® +6x
fi(x)=—-6x+6

fi(x)=0=-3x*+6x=0 = 3x(-x+2)=0
Die L6sung der Gleichung lautet x = 0 oder x = 2.

f(0) =6 # 0 = WP,(0/,(0)) = WP,(0/0)
f(2) = -6 2 0 = WP,(2/f,(2)) = WP,(2/2)

Gleichung der Wendetangente in WP,(0/0):

Tangentensteigung: m =f,(0) = -1

Einsetzen von WP,;(0/0) und m = -1 in die Geradengleichung y = mx + c:
0=-1[0+c=c=0

Tangentengleichung: y = -x

Gleichung der Wendetangente in WP, (2/2):

Tangentensteigung: m =f,(2) =3

Einsetzen von WP,(2/2) und m = 3 in die Geradengleichung y = mx + c:
2=3[2+c=c=-4
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Tangentengleichung: y = 3x — 4.

Schnittpunkt der Wendetangenten:

—-X=3X-4 « 4x=-4 - x=1

Einsetzen von x = 1 in eine Tangentengleichung lieferty = -1.

Der Schnittpunkt S der Wendetangenten hat die Koordinaten S(1/-1).

2.1.2
Die erste Winkelhalbierende besitzt die Gleichung y = x.
Die zweite Winkelhalbierende besitzt die Gleichung y = -x.

A

y /
/
41 /
N\ y=x
3 N
y==x |, wp2 |/
1..
Va |, X
3 21 4 2 13014 516
I/, |
/
[T 7S \
N |
/
NE J
/
a
| K
| K |

Die Gerade y = 3x — 4 entspricht der Tangente im Wendepunkt WP, (2/2) (siehe 2.1.1)

Zu berechnen ist die Flache des Dreiecks OS WP, .

Da das Dreieck in O rechtwinklig ist (die erste und zweite Winkelhabierende stehen
senkrecht aufeinander), gilt fur die Dreiecksflache:

:%[(D_S[(DWPZ

Es gilt OS = /(1-0)2 +(-1-0)? =+/2
OWP, =4/(2-0)2 +(2-0)? =8

:A=%[{/§E{/§=2 FE

Wie teilt K, diese Dreiecksflache ?

2 2 2
1 1
Aoberer Teil des Dreiecks — I(X - 1:4 (X))dX = I(X + ZX4 - X3 + X)dX = I(ZX +ZX4 - Xs)dx
0 0 0

2
S NI INCIRE NG =4+2—4=16 FE
20 o 20

Aunterer Teil des Dreiecks = 2 _16 = 014 FE

Das Schaubild K, teilt das Dreieck im Verhaltnis 1,6 : 0,4 = 4:1

10



AN
Schwarz  www.mathe-aufgaben.com

2.1.3

Berechnung des Wendepunktes von K, :

1‘t(x)=—%x4 +x% - x
ft'(x)=—%x3 +3x% -1

f'(x) = —% x? +6x

fi(x) = —2—t4 X+6

f{'(x)=0:>x[ﬂ—%x+6) =0

Mit dem Satz vom Nullprodukt folgt x = O oder —%x +6=0=>x= %t
f(0) =6 #0= WP,(0/0)
1 1 1
fll=t)=-6%20= WP, (=t/f (=t
5 ) = 2(2 t(2 )
(der konkrete y-Wert wird fur die Steigungsberechnung nicht benétigt)

Steigung in WP;: f{(0) =-1<0 dieser Wendepunkt hat immer eine negative Steigung !

. . 1 1 3 1
Steigung in WP, : f/(=t)=-=t?> +2t2 -1==t2 -1
gung > t(z ) 5 2 2

Fir eine positive Steigung muss gelten: %tz -1>0=>t?>4

Daraus folgt t > 2 oder t < -2.
Dat > 0 vorausgesetzt ist, hat K, flr t > 2 eine positive Steigung.

2.14

Zwei Schaubilder f(x) und g(x) schneiden sich senkrecht, wenn folgende beiden
Bedingungen erfillt sind:

Schnittbedingung: f(x) = g(x)

Senkrechter Schnitt: f'(x) [g'(x) = -1

Berechnung der Schnittpunkte von K, mit der Geraden y = -x:
—xz—%x4 +x° =X < —%x“ +x° =0 < x° EQ—%X+1)=O
Die Schnittstellen lauten x = 0 oder x =t.

Damit sich K, und die Gerade y = -x (mit Steigung m = -1) bei x = 0 senkrecht schneiden,
muss gelten: f/(0){-1) = -1 - —1[{-1) = -1 ist eine falsche Aussage, somit kann an der
Stelle x = 0 kein senkrechter Schnitt vorliegen.

Damit sich K, und die Gerade y = -x (mit Steigung m = -1) bei x = t senkrecht schneiden,
muss gelten: f/(t)[{-1) =-1 = (-t* -1)[{-1) = -1 = t*> = -2 besitzt keine Lésung, somit
kann an der Stelle x =t auch kein senkrechter Schnitt vorliegen.

Es gibt somit keinen t-Wert, fur den sich K, und die Gerade y = -x senkrecht schneiden.

11
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2.2

(1) h(0) =2
Diese Eigenschaft bedeutet, dass das Schaubild durch den Punkt P(0/2) verlauft.

(2) h'(x)=0 farx=-4und firx=2
Diese Eigenschaft bedeutet, dass das Schaubild an den Stelle x = -4 und x = 2 die

Steigungszahl m = 0, also waagrechte Tangenten besitzt. Hierbei kdnnte es sich um Hoch-,
Tief- oder Sattelpunkte handeln.

(3) h'(x)=0 fur x<2
Fir x <2 sind die Tangentensteigungen positiv oder null. Das Schaubild ist folglich fir x < 2
monoton wachsend.

(4) h"(x)>0 fur-4<x<0
Eine positive zweite Ableitung bedeutet, dass das Schaubild linksgekriimmt ist.
Somit stellt das Schaubild fir -4 < x < 0 eine Linkskurve dar.

Maogliches Schaubild von h:

T

w
|

N
|

¥ X,

|
N

N w
T

2.3.1
Es gilt: g;(x) =cos(3x)+6

Die Berechnung der Hoch- und Wendepunkte kénnte man zum einen mit Hilfe der tblichen
Berechnungsmethode (Ableitungsfunktionen null setzen usw.) l6sen.

Schneller behilft man sich mit folgender Uberlegung.
Fir die Funktion y = cos(x) gilt:
Bei (0/1), (2n/1), (47n1/1),... befinden sich die Hochpunkte im Periodenabstand 27

Das Schaubild von g,(x) besitzt die Periode p = %n. AulRerdem ist das Schaubild um 6

Einheiten nach oben verschoben.

12
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Damit erhélt man als Hochpunkte fir g,(x) im Bereich von —05<x<25:

H,(0/7); H2(§7TI7)

Fir die Funktion y = cos(x) gilt:

Bei (%T/O), (%n/o), (%ﬂll) ,-.. befinden sich die Nullstellen und gleichzeitig die
Wendepunkte im halben Periodenabstand 7

Das Schaubild von g,(x) besitzt die Periode p = %77. AulRerdem ist das Schaubild um 6

Einheiten nach oben verschoben.

Damit erhélt man als Wendepunkte fur g, (x) im Bereich von —05<x<25:

Vi 1
W,(—=/6); W, (=7/6
1(6 ) 2(2 )

2.3.2
Die Anderung des Parameters k hat zwei Auswirkungen auf das Schaubild von g, (x):

1.) Die Periode des Schaubildes ergibt sich als p = 2777 Je groRer der Parameter K ist,

umso kleiner ist die Periode.
2.) Die Verschiebung des Schaubildes nach oben parallel zur y-Achse betragt 2k.
Je gréRer der Parameter k ist, umso grof3er ist die Verschiebung nach oben.

Die Periode soll nun 4 sein, das heilst 4 :27” =k =7

2

Nullstellen von g, (x):

Das Schaubild besitzt die Amplitude 1, das heif3t das Schaubild darf maximal um 1 Einheit
nach oben verschoben werden, ansonsten schneidet das Schaubild nicht mehr die x-Achse:

2k<1- k<05
Da laut Voraussetzung k > 0 gilt muss also 0 <k <0,5 gelten.
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