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Pflichtteil: (ohne GTR und ohne Formelsammlung)

P1:

Bestimme die Losungsmenge der Gleichung:
a) e -4e”+3=0 b) e +e* =1
P2:

Das Schaubild der Funktion f mit f(x)=¢e*, x €lR wird um zwei Einheiten in

x-Richtung nach rechts verschoben, anschlieRend an der x-Achse gespiegelt und
dann in y-Richtung um 3 Einheiten nach oben verschoben.
Skizziere das letzte Schaubild und gib einen Funktionsterm dazu an.

P3:

Berechne die erste Ableitungsfunktion:

a) f(x):x-eZ"+1 b) f(x)=e®*-Inx
X

P4:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=2+e™?*, xR

a) Wie lautet die Gleichung der Asymptote des Schaubildes ?
b) Berechne den Inhalt der nach rechts offenen Flache, die durch das Schaubild von
f, der y-Achse und der Asymptote im 1.Feld begrenzt wird.

P5:
Von einer Funktion f ist der Graph seiner Ableitungsfunktion f' gegeben.
\ 5, T
. Schaubild von f'
Ll AT T
1 0 1 3 4 5 6 >

|
EN

Untersuche die folgenden Aussagen auf ihre Richtigkeit.

a) Der Graph von f hat an der Stelle x = -2 einen Hochpunkt.

b) Der Graph von f hat an der Stelle x = 2 einen Tiefpunkt.

c) Far x> 2 gilt f(x) > 0.

d) Fur x> 2 steigt f streng monoton.

e) Der Graph von f hat genau zwei Schnittpunkte mit der x-Achse.
f) Der Graph von f hat genau zwei Wendestellen.
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Wahilteil: (mit GTR und Formelsammlung)

W1:

Fur jedes t > 0 ist eine Funktion f, gegeben durch f,(x)=e-e*; xeR

das Schaubild sei K, .

Bestimme die Gleichungen der Tangente und der Normalen von K, im Schnittpunkt
von K, mit der y-Achse.

Zeichne mit dem GTR K, sowie Tangente und Normale.

Die Tangente und die Normale im Schnittpunkt von K, mit der y-Achse schneiden

aus der x-Achse eine Strecke aus. Fir welches t wird diese Strecke extremal ?
Wie grol} ist dieser Extremwert ?

W2:
Gegeben ist eine Funktionsschar durch f,(x)=e”-(e* —t) mitt> 0 und xeR

a) Auf welcher Kurve liegen alle Extrempunkte ?
b) Auf welcher Kurve liegen alle Wendepunkte ?
c) Untersuche die Schaubilder verschiedener Funktionen auf gemeinsame Punkte.

d) Zeige, dass Ft(x)=%-(eX —t)2 eine Stammfunktion ist.

Wie grol} ist der Flacheninhalt A, der Flache, die im 4.Quadranten von den
Koordinatenachsen und dem Schaubild von f, flr t > 1 eingeschlossen wird ?

Wa3:

a) Zu jedem teIR ist eine Funktion f, gegeben mit der Gleichung
f(x)=10-(x—t)-e™, xeR
Das zugehorige Schaubild ist die Kurve K, .
Skizziere fur zwei selbst gewahlte Werte die Schaubilder K, in einem

Koordinatensystem und stelle einige gemeinsame Eigenschaften dieser Kurven
zusammen.

b) Die Kurven K,,, und K, bestimmen zusammen mit der y-Achse eine nach rechts

unbeschrankte Flache. Zeige, dass der Inhalt dieser Flache endlich ist und nicht
von t abhangt.

c) Jede Kurve K, besitzt als einzige Extrempunkt einen Hochpunkt H,.

Berechne seine Koordinaten.
Auf welcher Kurve liegen die Hochpunkte aller Kurven K, ?

Fir welche Werte von t schneidet die Kurve K, die Geradey =2 ?
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W4:

Gegeben ist die Funktion f(x)=(x+1)-e"™* mit xR
Ihr Schaubild sei die Kurve K.

a) Untersuche K auf Asymptoten. Bestimme exakt die Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen sowie die Extrem- und Wendepunkte.
Zeichne K fur -1,5<x<5.

b) Zeige, dass die Funktion F(x)=—(x+2)-e"* eine Stammfunktion zur Funktion f ist.

Die Kurve K und die Normale im Wendepunkt schliel3en eine Flache ein.
Berechne exakt deren Inhalt A,. Die Kurve K und die x-Achse beranden eine ins

Unendliche reichende Flache. Berechne deren Inhalt A,

c) Gegeben ist die Funktion g(x)=e'™. Ihr Schaubild sei die Kurve C.

Die Kurven K und C schneiden aus der Geraden mit der Gleichung x = u (u > 0)
eine Sehne aus. Berechne u so, dass die Lange der Sehne maximal wird.
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Losungen

P1:
a) e -4e*+3=0
Substitution: u =e*

4+16-4.3 412

W -4u+3=0 =u,=
’ 2 2

Riicksubstitution: e* =3 < 2x=In(3) < x = @

=u,=3 und u, =1

e’ =1e2x=In(1) = x=0

In(3)
L={0; —=
{ 5 }
b) e"+e*=1 oe’-e+e’=1 oe’-(e+1)=1 e 1 exam -
1+e 1+e
L={ |nL }
1+e
P2:
Ausgangsfunktion: f(x)=e*
Verschiebung um 2 nach rechts: g(x) = e*?
Spiegelung an der x-Achse: h(x) = -e*2
Verschiebung um 3 nach oben: k(x)=-e*? +3
bl o | ]
X
5 ;’ g(x)—
I
pal , /
4 7
k(x) // /
—33
/
27—
/
/
______ aall B \ X
3 2 -1 0 2 3\ 4
. |
h(x) \\
2 \

P3:

a) f(x)=x-e”+x" = f(x)=1-e* + x-e** —x? (Produkt- und Kettenregel)
b) f(x)=e* -Inx = f'(x)=2e**-In(x)+e* A ezx(2ln(x)+1)
X X

(Produkt- und Kettenregel)
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P4:
a) Fir x > o strebt e* — 0; folglich strebt f(x) — 2

Die waagrechte Asymptote isty = 2 fir x — oo -
b) Skizze des Schaubildes und der gesuchten Flache:

A
\y

\ Ao

A(z):i(f(x)—Z)dx:.I(2+e‘2"—2)dx:':[e‘2xdx:{_%e‘2x} — g +§

Fir z > o strebt A(z)—>%.

Die gesuchte Flache hat den Inhalt 0,5.

P5:
a) Die Aussage ist richtig. An der Stelle x = -2 besitzt die Ableitungsfunktion eine
Nullstelle mit einem Vorzeichenwechsel von + nach -, also Hochpunkt von f.

b) Die Aussage ist richtig. An der Stelle x = 2 besitzt die Ableitungsfunktion eine
Nullstelle mit einem Vorzeichenwechsel von — nach + , also Tiefpunkt von f.

c) Diese Aussage kann richtig oder falsch sein. Da es unendlich viele
Stammfunktionen f(x) gibt, ist diese Aussage unentscheidbar.

d) Far x> 2 gilt f'(x) >0 und daraus folgt, dass f flr x > 2 streng monoton wachst.
Die Aussage ist richtig.

e) Diese Aussage kann richtig oder falsch sein. Da es unendlich viele
Stammfunktionen f(x) gibt, ist diese Aussage unentscheidbar.

f) Diese Aussage ist richtig, da das Schaubild der Ableitungsfunktion zwei
Extremstellen besitzt. Diese Extremstellen von f'(x)sind die Wendestellen des

Schaubildes von f(x).
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W1:

Schnittpunkt mit der y-Achse: f,(0)=e-¢e° =e -1, also S,(0/e-1).

Es gilt f/(x)=—t-e™.

Allgemeine Tangentengleichung: y =f'(u)-(x —u)+ f(u)

Die Bertuhrstelle der Tangente istu =0: y=f'(0)-(x-0)+f(0)

Esist f/(0)=—

Die Tangentengleichung lautet y=-t-(x-0)+e-1=>y=-tx+e -1
Allgemeine Normalengleichung an der Stelle u=0:; y = —L-(x -0)+f(0)

£(0)

Die Normalengleichung lautet y = _it ‘(x-0)+e-1=>y= %x +e-1

GTR:

Flatl Flotz Flot:
SiBe™ 0] y—e ™D
“NWeB-E+e™i01 -1
il = = N N |

~No=

Fir die Berechnung der Strecke der x-Achse werden die Schnittstellen der Tangente und der
Normale mit der x-Achse bendtigt.

-1
Schnittstelle der Tangente mit der x-Achse: —tx+e—-1=0= x = eT

Schnittstelle der Normale mit der x-Achse: %-X +e-1=0=x=t-(1-e)

Strecke auf der x-Achse = rechte Schnittstelle — linke Schnittstelle:

(t)—T—t (1 e)

Gesucht ist der Extremwert von s(t) fur t > 0.

Bestimmung mit dem GTR:

|'||I'||
n=l. l:ll:ll:ll:ll:ll:li M=ZNZRERET

Die Streckenfunktion s(t) wird minimal fir t =1 und die minimale Strecke hat eine Lange von
3,44 LE.
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W2:
f(x)=e* (e —t)=e¥ —t.¢"

Ableitungen: f/(x)=2e* —t-e* und f/(x)=4e” —t-e* und f/(x)=8e* —t-&*

a) Extrempunkte: Hinreichende Bedingung f'(x)=0 und f"(x)=0
f(x)=0=2e™ —te* =0=e*(2e* —~t)=0 L&sung mit Satz vom Nullprodukt:
1) € =0 istnicht|osbar

2) 2eX:t:>x=Inl
2

Ini Inl Inﬁ t t2 t2 2 . .
2_t.e 2=4e ¢ —t-§:4-———:E>OaIso relatives Minimum

fint)= 46"
n—)=4e
2 4 2

Esist finb) =t 1= L Tiefounkt Tn L/ 1)
2t 22 g7 P 2 4

Kurve, auf der alle Tiefpunkte liegen (=Ortskurve der Tiefpunkte):

x=|nl:>eX :%:t:Zex

2
t2 2 X \2
y= —Z =>y= —% = —e® ist die Ortskurve der Extrempunkte.

b) Wendepunkte: Hinreichende Bedingung f"(x)=0 und f"(x)=0
f(x)=0=e"(4e* —t)=0 Losung mit Satz vom Nullprodukt
1) e“=0 istnicht I6sbar
2) 4e” =t:>x:ln%

t2

t 2int int In— t t2 2 t?
fln—)=8e *-t.e *=8e ®*-t.—=8.——-—=—=0, also Wendestelle
4 4 16 4
tootot 3, t, 3,
f(ln=)=—(—-t)=——1t°; Wend kt W(In—/——t
T endepunkt W( 4 16 )

Kurve, auf der alle Wendepunkte liegen (=Ortskurve der Wendepunkte):

x=|nl:>exziz>t=4eX

4
3 2 3 2x 2X
y = —%t =>y= RT3 16e”™ = -3-e“" Ortskurve der Wendepunkte.

c) Schnittpunkt zweier Scharkurven: f,(x)=f.(x) mit t=t*:
e’(e*-t)=e’(e*-t") e (e"-t-e"+t*)=0=e*(t*-t)=0

Da sowohl e # 0 als auch t* -t # Qist, ist die Gleichung nicht I6sbar.
Somit besitzen zwei verschiedene Scharkurven keine gemeinsamen Punkte.

d) Es gilt Ft’(x):%-Z(eX —t)-e" =(e*-t)-e* =f(x).

Damit ist F, eine Stammfunktion von f,.
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Schnittpunkt von f, mit der x-Achse: e*(e* —t)=0 = x =In(t)

Um das Integral richtig aufzustellen, sollte man das Schaubild von f, fur einen konkreten
Parameterwert veranschaulichen:

GTR-Schaubild fir t = 2:

!

Int

A, = [~f,(x)dx = [-F I} {—%(e* —t)z} — (=t (1=t = ()

0 0

Wa3:
a) Skizzefurt=1undt=2undt=-1:

A
Yy

-
O @]

\
\
|
I
1
1
[}
/
x

=i
li
A
. I
I
t=2
!
-3 1
I
-4 f
I
I
-5 '
L

gemeinsame Eigenschaften der Kurven:
o Jedes Schaubild besitzt genau einen Hochpunkt
e Jedes Schaubild besitzt genau einen Wendepunkt
e Jedes Schaubild besitzt die waagrechte Asymptote y = 0 fir x — o
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b) Skizze der gesuchten Flache am Beispiel K, und K,

______

A(z)= j(ft(x) —f.4(x))dx = j(1 O(x —t)e™ —10(x — (t +1))e™ )dx
0 0

z
0

O ) N

(10xe™ —10te™ —10xe™ +10te™ +10e™*)dx = j 10e*dx =] ~10e™ ]
0

=-10e* +10
Fir z — o strebt A(z) > 10
Damit ist gezeigt, dass der Flacheninhalt unabhangig von t und endlich ist.

c) Bedingung flir einen Hochpunkt: f'(x)=0 und f"(x)=0
Es gilt f/(x)=10e™ +10(x —t)-(—e™*)=10e™(1-x + 1)

fi(x)=0=10e*(1-x+1)=0
Mit dem Satz vom Nullprodukt folgt 1-x+t=0< x=1+1

Da in der Aufgabenstellung bereits beschrieben ist, dass jedes Schaubild genau einen
Hochpunkt besitzt, muss der Nachweis mit der 2.Ableitung nicht mehr geflhrt werden.

Koordinaten des Hochpunktes:
f(1+t)=10(1+t-t)e "™ =10e™"" also H1+t/10e™™")

Ortskurve der Hochpunkte:
x=1+t =t=x-1

y=10e ' = y=10e"*" = y=10e™ ist die gesuchte Ortskurve

Das Schaubild K, schneidet die Gerade y = 2, wenn der Hochpunkt einen y-Wert besitzt,
der >2 ist.

10e>2 oe™>202 o-1-t>In(0,2) <t<-1-In(0,2) < t<0,609

10
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W4:

a) Waagerechte Asymptote:

Fir x — «o strebt f(x) —» 0, damit ist y = 0 die waagrechte Asymptote.

Schnittpunkt mit x-Achse: f(x)=0
(x+1)-e™ =0= x=-1, also N(-1/0)

Schnittpunkt mit y-Achse: f(0) = e, also S(0/e)

Ableitungen: f'(x)=1-e"™* +(x+1)-e"™ - (-1)=e™(1-x-1) = —x-e"*
f'(x)=-1-e"™ —x-e"™ - (-1) =™ (-1+x)

Extrempunkte: f'(x)=0=-x-e™ =0« x=0 (Satz vom Nullprodukt)
f"(0)<0=H(0/e)

Wendepunkte: f'(x)=0=e"™(-1+x)=0 < x =1 (Satz vom Nullprodukt)(

Hinreichende Bedingung mit VZW: {"(0,9) <0 und f"(1,1) >0
Beim Durchgang durch x = 1 existiert bei f"(x) ein Vorzeichenwechsel.

Damit existiert bei x = 1 eine Wendestelle.
Wendepunkt W(1/2).

Schaubild:

4f(x)

F(x)=—(x+2)-e™

Nachweis der Stammfunktion erfolgt mit Hilfe der Ableitung:

F'(x)=-1-e"™ —(x+2)-e"™ - (-1) = "™ (~1+ x + 2) = f(x) und somit ist F(x) die
Stammfunktion.

Far die Berechnung der Flache A, wird die Gleichung der Normalen im Wendepunkt
bendtigt:

Allgemeine Normalengleichung an der Stelle u=1: y = —L(x -1)+f(1)

(1)
Es gilt: f(1)=-1 und f(1) = 2.

11
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Normalengleichung: y = —%(x -1)+2 =S>y=Xx+1

1
-1 1

=-3-05-1-(-e*-0,5+1)=e*-5

A,(z)= j- (x +1)e" ™ dx = [—(x +2)e™* ]: =—(z+2)e"? +1e?
el

Fiir z — oo strebt A,(z) > e® =A,
c)

S\\NT)

K
/ 1+ NQu/g(u)

—
10_2‘3

Berechnung der Sehnenlange d(u):
du)=f(u)-gu)=u+1)-e™-e"™ =u-e™ mtO<u<om.

Gesucht ist das Maximum von d(u):

Lésung mit dem GTR:

HM
W=.99888907 _Y=1

d(u) hat ein lokales Maximum fur u =1 mitd(1) = 1.

Untersuchung der Randwerte:
Esistd(0)=0
Flr u— oo strebt d(u) —>0

Da die Randwerte keine hoheren Werte als das lokale Maximum liefern, ist bei u = 1
mit d(1) = 1 auch das absolute Maximum.
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