12. Jgst. 1. Kursarbeit Datum: 06.10.2023

Kurs 12/1 Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Ableitungsregeln; Summenzeichen Name:
Kurvenscharen ganzrat. Fkt. )
Bitte geben Sie Ansditze und Rechenwege an! Punkte: Note:
Aufgabe 1: Kurvendiskussion Scharkurve (ganzrational) 20
= A a mitaso
Gegeben sei die Funktion ga(X) - EX —aX mita >
a) Berechnen Sie die Nullstellen, Extrema und Wendepunkte und fiihren Sie
vollstandige Nachweise durch.
Nullstellen:
4 ) 3
g.(x) = XX = 0 — x =0[doppelt] und Xx, =2
Extrema:
, 1
g,'(x) = (4x-2a)x = 0 - x=0 und x, =32
9,"(x) = 8x-2a
n 1 1 3
9,"(0) = -2a<0 —» HP(0]|0) —» TP|=a|-—a
2 12
Wendepunkt :
1
9,"(x) = 8-2a = 0 — x=_a
9,"(x) = 8=0
1 1 1
9."| ~a| = 820 — WP —a‘——a3
4 4 24
b) Geben Sie die Monotonieintervalle und das entsprechende Verhalten an.
. 1
I, = ]-o;0] monoton steigend l, = |0; Ea monoton fallend

l, = Ea;oo} monoton steigend



c) Zeigen und begriinden Sie, dass die Scharkurven fiir verschiedene Werte von a immer
genau nur einen gemeinsamen Punkt besitzen und bestimmen Sie diesen.

Behauptung :  Flr a, # a, 3 ein gemeinsamer Punkt

Beweis: g, (x) = g,(x) — %x3_aix2 _ %xs_azxz

4.3
~2x 2
—— —ax’ = -axX —%— ax-ax’ = 0
2
x“ ausklammern N (az_al)xz =0 Satzvorzl:L;IIprodukt N X2=0 SN P(O | 0)
4 # dp

d) Wie lautet die Tangentengleichung der Funktion ga:2 (X) an der Stelle x = 3?

4 ‘e
ga:Z(X) = gXB_ZXZ — ga:2(3)=18

0., '(X) = 4x*-4x —=> g,,'(3)=24=m
b berechnen mittels Geradengleichung y = mx+b: 18=24-3+b — b=-54
Tangente: t(x)=24x-54

e) Fir welchen Wert von a besitzt die Funktion einen Wendepunkt an der Stelle x =0,5?

Wendepunkt :
— WP 1a‘—ia3 Solaow ool o
4 24 4 4 2

Fiir die nachfolgenden Fragestellungen seien folgende Werte angegeben, die nicht mit Ihren
zuvor ermittelten Werten/Ergebnissen iibereinstimmen miissen:

HP(0 | 0) TP(a ‘ —%a?’j WP (222 | 22?)

f) Ermitteln Sie den Abstand zwischen HP und TP.

HP(0 | 0) TP(a ‘ —%aﬂ

2
Abstand: e = (a—0)2+(—1a3—0] = ,/a2+ia6 = a-‘/lJria4
6 36 36




g) Der Wendepunkt soll in der Mitte zwischen HP und TP liegen. Wie lauten die
Koordinatenwerte?

HP(0 | 0) TP(a

1,
= WP (222 | 722
52 j (722 777)

X, = E(Xl—i—Xz) - X = l(o_l_a) S ox, = la
2 2 2 (1 ‘ 1 3)
WP| —-a | ——a
y =l(y+y)—>y :10_133 Sy :_ias 2 12
m 2 1 2 m 2 6 m 12 |
Aufgabe 2: Untersuchung Kurvenscharen 7

1 1 )
Gegeben sei die Funktion f, (X) = ZXZ (XZ —4X+Ek2j mitk >0

Fur welchen Wertebereich von k besitzt die Funktion nur eine Extremwertstelle?
Wie lauten die Koordinaten des Extremums in diesem Fall?

|II

Gehen Sie in diesem Zusammenhang auch speziell auf den Wert k = 3 als ,,Sonderfall” ein.

Anmerkung: Es geniigt dabei das notwendige Kriterium heranzuziehen.

f(x) = 1xz(x2—4x+£k2j = L eitiew
4 2 4 8
f'(x) = x3—3x2+%k2x = (x2—3x+%k2jx =0

— X, =0 Ein Extremum existiert unabhangig vom Parameter immer!

3++/9—k?

X, =
A 2
9-k*>0 — k<3 —=%5» kel0;3[ — 2Losungen

9-k?*<0 — k>3 —=%» kel3;0[ — keine L6sung(en)

VR N

9-k?’=0 — k=3 —<=%5 k=3 — doppelte NS der 1.Ableitung — Sattelpunkt

Auswertung:
1Extremum < ke[3;0] bzw. k>3
3Extrema < ke]0;3[ bzw. 0<k<3



Aufgabe 3: Ortskurve 6

Die lokalen Extrempunkte einer Kurvenschar haben die Koordinaten E(1+\/€ ‘ 2+a)

Berechnen Sie die Gleichung der Ortskurve der Extrempunkte.

E(x=1+a | y=2+a)
X=1+\jg ;1> X—1=\jg Quadrieren N (X—l)zza

s,y o2 (x-1) - y=2+x-2x+1 — y=x'-2x+3

Aufgabe 4: Ableitungen 14

Bilden Sie zu den folgenden Funktionen jeweils die erste Ableitung
und vereinfachen Sie den Term dann so weit wie moglich bzw. sinnvoll:

>, ] 1
f(x) = X = I+ x4+ =X+ =X+ = x =X
) §k2+1 2775 00 Tt Toe
5
? f'(x) = 0+1i xSy, Sy o > zk X<t
2 5 10 17 26 2 g
3 5
f (X) = k XJer ko™ + x>
b) _ 2 B 4
() = (3K a(sk)xt = CTRRCHETR)
X
g f(k) = %k“x”“—kzxn - f'(k) = 2k’ —2kx"
1 4,n+1 2N ' 1 4y, 2\,n-1
g h(x) = Ekx kX" > f(x) = E(n+1)kx —nk“x



Aufgabe 5: Summenzeichen 16
Bestimmen Sie die ersten drei und den letzten Summanden und ermitteln Sie die Summe.
a)
10 1
> Zk?*-4k = -35-6-7,5-..+10
k=1
1 L 1 10-11-21 10-11
=¥ KP-4>k = S ———-4.— = = 1925-220 = -27,5
214 k=1 2 6 2
b)
100 2k+1
Y (-)"" = -1-1-1-..-1 = (1000-21+1)-(-1) = 980-(-1) —980
k=21
Schreiben Sie die Summe mit Hilfe des Summenzeichens
2 k+1
g 2-4+6-8+..+96-98+100 = > (-1) -2k
k=1
Aufgabe 6: Fontanen 27
Der Verlauf von Fontdnen eines Springbrunnens kdnnen annahernd durch die
Funktionenschar f, (X) veranschaulicht werden, wobei k vom Wasserdruck abhéngt:
3 .
f(x) = —ka2 +6x mitk >0
a) Oh je —auf der Achse fehlen die Einheiten. Ermitteln Sie aufgrund der gegebenen
Graphen die Lage der Einheiten auf der x-Achse und tragen Sie diese ein.
Ermittlung anhand Extremum bei y =12:
3 4
f'(x) = —=kx+6 = 0 —> k=—
2 X
3 k=2 3 4
fi(x) = —Sk*+6x = 12 —2 —=.—.x*+6x = 12
4 einsetzen 4 X
— —-3Xx+6x = 12 —»> 3x = 12 > x = 4
4
> k== - k=1 - 3 = 12 — P(4]12)

X



b) Fir welchen Wasserdruck (= k-Werte) sind die Fontanen dargestellt?

Esgilt: » 3x = 12> P(4]12) — k=2 5 k=1
X

— 3x = 6> P(2|6) > k=— - k:g:Z

- 33X = 4> P(ﬂ‘4] - k=— —> k:i:3
3 X 4
3
4 4
— 3 = 3> P(1]3) » k=— - k=I:4
X
c) In welchem Winkel wird das Wasser der Fontanen ausgestofien?
f(x) = _gme S f'(0)=6=m=tan(a) —> «=80,54

d) Entlang welcher Kurve bewegen sich die Scheitelpunkte der Fontane, wenn der
Druck allmahlich erhéht wird?

f'(x) = —gkx+6 =0 — kz;

- X? +6X 3X

y - 3.4
4 X

e) In welchem Intervall liegen die Werte des Parameters k, wenn sich die Héhen der
Fontdnen zwischen 2 m und 8 m befinden sollen?

Weg 1: Ermittlung anhand der Extrema beiy=2undy =8

f(x) = —gkx+6 -0 o k=2 XZE
X
2
fkl(x)z—gkxz+6x=2 — fkl(%j:_%k'(éj +6-% = 2 —> k=6
2
f (x):—Ekx2+6x:8 — f, (ﬂj:—ﬁk(ij 62 — 8 5 k=3
? 4 N 4 K K 2



Weg 2: Ermittlung anhand der Ortskurve firy=2undy =8

y=3x —25 2=3x — x=2 o k=2 . k=2_¢
3 X 2
3
y=3x —=*5 8=3x — x=2 o k=% . =2.3
3 X 8 2
3
Ergebnis : ke[g;ﬂ
Anlage: Graph zu Aufgabe 6
// \\
// \\
/ \\
TN
,i/ N \
N \
V/ \
ANAE
0 \\




Zusatzaufgabe:

Die Bearbeitung dieser Aufgabe ist freiwillig;
Punkte gehen dann zusdtzlich als Bonuspunkte in die Bewertung ein.

Gegeben sei die Funktion
h(x) = x*+bx*+cx+d mitb,c,d eR

Welche Beziehung muss zwischen b und ¢ bestehen, damit die Funktion h(x)
genau einen Sattelpunkt besitzt.

h(x) = x’+bx*+cx+d mitb,c,d eR
h'(x) = 3x*+2bx+c=0

h" x) = 6x+2b=0 — x=—%b

1 2
__fb > h'(—lbj = 3-(—Ebj +2b-(—}bj+c:0
emnsetzen 3 3 3

S lpZpico0 o oc=lp
303

Anlage:

1.) Summe der ersten n Zahlen: n ‘ n-(n+1)
ko1 2

2.) Summe der ersten n Quadratzahlen: @ n-(n+1)-(2n+1)
ko1 6

3.) Summe der ersten n® Zahlen e n?.(n+1)’




