12. Jgst. 4. Kursarbeit Datum: 14.06.2024

Kurs M LK Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Ubergangsprozesse und Stat. GG; Name:
LGS und Lésungsverhalten;
Populationsmodelle; Materialverflechtung Punkte: Note:

Bitte geben Sie Ansditze und Rechenwege an!

Aufgabe 1: Keksherstellung 26

Aus den Zutaten (T)eig, (M)armelade und (S)chokolade werden drei verschiedene Kekssorten
K1, K2 und K3 hergestellt. Diese werden in drei verschiedenen Packungen P1, P2 und P3 verkauft.
Die bendtigten Mengeneinheiten in kg (ME in kg) sind in den Tabellen dargestellt:

K, K, K, 5 B R

T| a 1 b Kl6 2 2
M| 3 2 6 K,|3 3 1
S| 0 ¢ 2 K| 2 0 2

a) Bestimmen Sie die Werte fir a, b und c, wenn die Matrix folgende Werte besitzen soll:

19 7 9
My p={36 12 20
16 12 8
Loésung:
Gleichungen :

2a+3=7 - a=2 = 6a+3+2b=19 —> b=2
3c+4=16 — c=4

Im Lager sind folgende Vorrate vorhanden:
Teig: 950 kg; Marmelade: 1.880 kg und Schokolade: 1.000 kg

b) Welche Anzahl der jeweiligen Paketsorte kann produziert werden, wenn danach das
Lager vollstandig leer sein soll.

Loésung:
P\ (T 19 7 9Y(P) (950 P (20
Mpys o | B |=| M| — |36 12 20| B |=|1880| — |B |=|30
P) S 16 12 8)(R) (1.000 P ) |40



c) Wir erhalten einen Auftrag von je 40 Paketen jeder Packungsart.
Welche Mengen an Zutaten miissen auf Lager sein?

Lésung:
B T 19 7 9 40 T T 1.400
MTMS)- Pl=M| —> |36 12 20-|40|=\M | —> |M|=]|2.720
P, S 16 12 8 )40 S S 1.440

d) Die drei Paketsorten sollen im Mengen-Verhaltnis 1 : 3 : 2 hergestellt werden.
Welche Anzahl an Paketen jeder Sorte kann produziert werden, wenn 2.800 kg
Marmelade vorratig ist und diese komplett aufgebraucht werden soll.

Welche Menge an Teig und Schokolade muss zudem bereitgestellt werden?

Loésung:
P\ (T 19 7 9)(1.P T 58-P T
My o | B |=| M| — |36 12 20|:|3-F |=[2800| — |112-B |=|2.800
P S 16 12 8)\2-P S 68- P S

— 112:P=2800 — P=25 — P,=75 — P,=50
> 58-P=T — T=1450 - 68-P=S — S=1.700

Aufgabe 2:  Schulkantine 24

In einer Schulkantine essen taglich 360 Schiiler und Lehrkrafte.
Es gibt drei verschiedene Mittagsmends:
Meni 1 mit (F)leisch Meni 2 mit (G)efligel Men 3 (V)egetarisch

Das Menii 1 (F) wiirden 80 % am nachsten Tag wiederwahlen, wobei 10 % zum
vegetarischen Essen wechseln.

Menii 2 (G) wiirde von 60 % wiedergewahlt, wahrend 30 % zu Fleischliebhabern werden.
Bei Menii 3 (V) wiirden 70 % verbleiben; 30 % wechseln zum Geflligel-Men.

Am Montag war die Aufteilung auf die Menis wie folgt:
F =>140 Personen G =>120 Personen V =>Rest

a) Erstellen Sie die Ubergangsmatrix.

0,8 0,3 0
Lésung: u=/0,1 0,6 0,3
0,1 0,1 0,7



b) Welche Verteilung ist am Dienstag zu erwarten?

Losung:
0,8 0,3 0 140 148
U-p=p, — |01 06 03[-]120|=p, — p,=|116
0,1 0,1 0,7)\100 96
c) Wie viele Menlis wurden am Freitag jeweils bestellt?
Losung:
0,8 0,3 0 140 128 128
U-p,=p, = |01 06 03| p,=[120 > p, = 125% ~[125
0,1 0,1 0,7 100 7 107
1063

d) Die Kantine kann nur rentabel arbeiten, wenn langfristig ein Anteil von ca. 30 %
bei den vegetarischen Menlis erreicht werden kann.

Untersuchen Sie, ob dies bei gleichbleibendem Wechselverhalten zu erwarten ist.

Loésung:
-02 03 0
Ux=x - (U-E)-x=0 — | 0,1 -04 0,3 |-x=0
01 01 -0,3

~02 03 0 0 [0 (045

el 0] 0,4 0,3|-x=|0| > x=—|6|=0,30
elle streichen 20

1 1 1 5) 10,25

e) Leider ist die Geflligelpest ausgebrochen, was auch Auswirkungen auf das
Wechselverhalten in der Spalte Menii 2 der Ubergangsmatrix hat.
Ermitteln Sie die neuen Werte der Spalte (Meni 2), wenn langfristig der Verteilungs-
vektor wie folgt aussehen wiirde:
F=>50% G=>30% V=>20%

Anmerkung: Es sind die Werte der Spalte 2 der Ubergangsmatrix zu berechnen.
Loésung:

0,44+0,3a+0=0,5 — a=-~0,333

0,8 a 0Y)(0,5) (0,5 39

Uy=y — |01 b 03]03|=[03| — 0,05+0,356+0,06=0,3 —> b:;—0z0,633
0,1 ¢ 0,7)0,2) (02

0,054+0,3¢+0,14=0,2 — bziz0,0B



Aufgabe 3:  Losungsverhalten LGS 29

2 1 2 1
Gegeben ist fiir r e R\ {0} die Matrix 4, =| 1 ¢-=3 t+2| und der Vektor d=|1
t 1 t+4 2
igen i ir di i iit:  det = 2 +7t-30
a) Zeigen Sie, dass flir die Determinante von A gilt: S AT
Lésung:
2 1 2
Laplace t—=3 t+2 I t+2 1 ¢-3
det(AT) = det|1 -3 t+2 = 2 -1 +2-
I t+4 t t+4 t 1
t 1 t+4
det(4) = 2:(£+1-12-1-2)-1-(t+4-1 =2t)+2-(1-£ +31)
det(4) = 2:(£-14)+£ +1-4-20+6t+2 = £ +7t-30
b) Fir welche Werte von t ist das LGS A,;c = geindeutiglbsbar?
Lésung:
det(4,) = £#+7t-30 = 0 - £,=-10 und t,=3
=> teR\{-10;3}
c) Wie lauten die Losungen flirt =-10 und t = 3?
Loésung: t=-10:
2 1 211 1 13 811}y —> (1 -13 -8i1) —
Apld > | 1 —13 —811| ey | 5 1 2 01| =20 [0 27 18 i-1| ii/27
-10 1 -6i2 -10 1 -6:2) ii+10i (0 —-129 -86 ;12
1 -13 -8 Lo 2 o
5 i+13ii ; 2’1 Widerspruch
0 1 B A — - 01 =}—— keine
3 i +120ii 3027 i
B ep | i il ; osung
0 -129 86 12 000:@
i 9
Loésung: t=-3:
2 1 211 1051y - (10 501} -
Ald —> |1 0 51| —Zewd 5y 1 21| =20 |0 1 -8i-I
31 7i2 31 7i2) @i-3 \0 1 -8i-1) iii—ii
10 511 Losung x 1-5z
0 1 -8:i-1 N L=1|y|=|-1+8y |mitzeR
0 0 0:0) Abh'keitvonz z z



2
d) Berechnen Sie folgenden Ausdruck: det |:(A1 o Az ) :|

Losung:

(2 1 2) (2 1 2\T
det| (4-4,)" | = det||1 =2 3|-[1 -1 4
11 5)(2 1 6

0 0 oY 0 0
det| (4-4,)"| = det| 0 —1 -1| = det|1 1
1 0 -1 0

30

Aufgabe 4: Kaferpopulation

Die Entwicklung eines Kifers beschreibt das folgende Modell:

Aus den Eiern schliipfen nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat werden diese zu
Kifern, die nach einem Monat Eier legen und dann sterben.

- Aber nur aus einem Viertel der Eier werden Larven, die anderen Eier werden von Tieren gefressen
oder verenden.

- Von den Larven wird die Hilfte zu Kifern, die andere Hilfte stirbt.

Jeder Kifer legt 8 Eier.

a) Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar und geben Sie die Populationsmatrix
P an.

Berechnen Sie mit P, wie eine Population von 40 Eiern, 40 Larven und 40 Kifern nach emnem
Monat aussieht.

b) Die in a) angegebene Population soll iiber einen lingeren Zeitraum beobachtet werden. Dazu be-
nétigt man ein kleines Terrarium, wenn die Anzahl der Kéfer im Laufe der Zeit nicht iiber 60 an-
steigt, andernfalls ein groBes.

Ermitteln Sie, welches Terrarium nach dem Populationsmodell gekauft werden muss.
c) Bestimmen Sie fiir das Populationsmodell einen Anfangsbestand, der nach einem Monat unver-
indert 1st.

Beschreiben Sie die Langzeitentwicklung dieses Bestandes.

Anmerkung zum notwendigen Ansatz: P-x=x

A
ful

d) Bestimmen Sie fiir die Populationsmatrix P die Potenzen P?und P

Interpretieren Sie diesen Sachverhalt im Kontext der Population.



Losung: a)

Graph: Populationsmatrix
8
Eier Larven Kifer p£=1025 0 0

0 0 8,40 320
0,25 0 0| 40|=| 10
0 05 0)140 20

Die Population besteht also aus 320 Eiern, 10 Larven und 20 Kafern nach einem
Monat.

Losung: b)

0 0 8% (320% (160
10 |=| 80 |. nach 2 Monaten 160 Eier, 80 Larven_ > Kifer:
20 L3

f="
= b2
i
=
=
o o
e
-~

0 0 8) (160 (40

0.25 0 0 80 |=| 40 |, nach 3 Monaten ist wieder der Anfangsbestand
0 0.5 0)1 5 L 40
erreicht.

Die Anzahl der Kifer 1st stets kletner als 60, daher reicht das kleine Terrarium.

Losung: c)
0 0 8)(=x x 8z x
0,25 0 0O |y|=ly|e=]025x|=|y
0 0.5 0}z z 0.5y z

Gleichung I in IT eingesetzt ergibt 2 z = y. Damit sind x und y Vielfache von z
und der Losungsvektor lautet (8|2 1).

Damit bleibt zB. die Anfangspopulation von 80 Eiern, 20 Larven und 10 Kiafern
unverdndert. Andere Beispiele ergeben sich fiir andere Werte von z.




Losung: d)

0 0 8y (0 0o 8y 0 4 0)
PP={025 0 0//025 0 O0|= 0 0 2

L 0.5 0)L 0 05 0 (0125 0 0,

‘0 0 &[0 40100
=025 0 04 0 0 2/=/0 10

5 0,5 010125 0 o) lo 0 1,

Hier zeigt sich auf andere Weise das Ergebnis von b), niamlich dass nach dre1
Monaten die Anfangspopulation wieder erreicht ist, weil gilt:

P Xy=X,=P* (PX)=P'X,=P(PX)=PX:=X:.

Dabei 1st X)) der Anfangsbestand, X7 der Bestand nach 1 Monat, X; nach 2 und AG
nach 3 Monaten.

AUSWAHL: BEARBEITEN SIE ENTWEDER Aufgabe 5 oder Aufgabe 6!!! 18

Aufgabe 5:  Populationsberechnung

Betrachtet wird die Entwicklung einer Population weiblicher Tiere eines Wildtierbestands
in einem grolRen, abgeschlossenen Gebiet.
Die Entwicklung dieser weiblichen Tiere lasst sich in drei Lebensphasen einteilen:

Nachkommen werden im Friihjahr geboren und im ersten Lebensjahr als Kitze (K)
sowie im Alter von einem Jahr als Jungtiere (J) bezeichnet.
Tiere ab einem Alter von zwei Jahren gelten als erwachsen (E).

Zu Beginn der Beobachtung der Population (K, J, E)" wird deren Zusammensetzung durch den
Vektor

115 0 0 5
Do =| 65 | dargestellt. Die Ubergangsmatrix lautet: U={0,8 0 0
320 0 0,65 0

a) Welche Bedeutung haben die von 0 verschiedenen Werte der Ubergangsmatrix
im Sachzusammenhang?

Losung:

0,8 => 80 % der Uberleben und werden zu Jungtieren

0,65 => 65 % der Jungtiere liberleben und werden zu erwachsenen Tieren

5 => Im Durchschnitt entfallen auf jedes erwachsene Tier 5 Kitze, die geboren werden

b) Zeigen Sie, dass nach 3 Jahren ein zyklischer Zusammenhang entsteht?
Wie ist das Wachstumsverhalten der Population?



Losung:
3

0 0 5 0,8-0,65-5 0 0 2,6 0 0
U’=[08 0 0= 0 0,8-0,65-5 0 =0 26 O
0 0,65 0 0 0 0,8-0,65-5 0 0 2,6
Die Population wachst sehr stark.
c) Wie ist die Entwicklung der Tiere in den kommenden 3 Jahren?
Lésung:
0 5) (115 1.600 1.600
U-po=p, — |08 0 0[] 65]|=| 92 |=p —Fwdmey | 9
0 0,65 0) (320 42,25 42
0 0 5)(1.600 211,25
U-p=p, — |08 0| 92 |=| 1.280 |=p,
0 0,65 0) (42,25 59,8
0 0 5)(211,25 299
U-p,=p, — |0,8 0| 1.280 |=|169 |=p,
0 0,65 0 59,8 832
0 5) (1.600 210
_fwdwg_.p=p, — |08 0| 92 |=|1.280|=p,
0 0,65 0 42 60
0 0 5 210 300
—fwdmg_ o .p=p, — |08 0 0[|1.280|=|168 |=p,
0 0,65 0 60 832
Nachweis erfolgt, denn: 320 * 2,6 = 832
d) Nach drei Jahren halbiert eine Krankheit die Uberlebensrate der Kitze.
Wie muss daher die Ubergangsmatrix geindert werden und was bedeutet
dies fur die zyklische Entwicklung bzw. die Wachstumsrate?
Ldsung:
0 0 5
U.=104 0 0
0 0,65 0
0 0 5\ (0,4-0,65-5 0 0 L3 0 0
(Uneu)3: 0,4 0 0] = 0 0,4-0,65-5 0 =0 L3 O
0 0,65 0 0 0 0,4-0,65-5 0 0 13

Die Population wachst immer noch, aber in wesentlich geringerem Mal3e (Reduzierung um 50 %);
denn fir 3 Jahre gilt: 320 * 1,3 =416



Aufgabe 6: Berechnungen von/mit
Populationsmodellen & Stochastischen Matrizen

18

a) Ergidnzen Sie die fehlenden Eintrige des Ubergangsgraphen und geben
Sie die zugehdrige stochastische Ubergangsmatrix an.

0,35
0,18
Losung:
— 0.35 —

. " e e \

I.' ."' AV --.__f,-’ '-,I -
H.l.\'l ( A | | B | Ijn.[i.":

\ .,r’ - f\ 0,18 0,35

0.82 U=
0,82 0,65

b

b) Gegeben ist der Grenzvektor P—ﬁx :[2 é} (statisches Gleichgewicht) sowie das

unvollstindige Ubergangsdiagramm.
Bestimmen Sie die zugehérige stochastische Ubergangsmatrix.

0,4

Losung:

o — 0,4 a)(0,2) (02 .. (0,84+0,08) (0,2
eaimnounge . . = —> . — e —
EUnE -~ 1Py = Po ¢ b)108) 108 =06 0.12+0.85 ) 0.8
0.84) (0,12 a) (0,15 0.4 0,15
0.85) 0,68 b) 10,85 0.6 0.85

c) Ein Austauschprozess wird durch die stochastische Matrix M modelliert.

a 1-2b 0
M=|1-a b 1-¢
0 b c

Welche Bedingungen mussen a, b und c erfullen, damit die stabile/statische



2
Verteilung ;: 3 | vorliegt.

4
Losung:
a 1-2b 0 2 2a+3-6b 2
Bedingung : M;=; - |l-a b I-c|-|3|=|3] = |2-2a+3b+4—-4c|=|3
0 b c 4 4 3b+4c 4
1
2a—6b -1 0 0 a=—+3b
— | 2a+3b-4c|=|-3| L5 | 3b-4c|=|4| >
3b+4c 4 3b+4c 4
c=1-=b

- 0<a<l »> 0<——+3h<1

<b Fall 2: —l+3b£1 — bgl — b:l - a=0 — c:z
2 6 6 8

Q= o=

Fall1: 03—%+3b -

- 0<c<l —> OSI—%bSl

Fall 1: OSI—%Z) - bS; Fall 2: 1—%b£1 - b>20 4> b:é

0 2 o 0 2 o
3 3 N (2
o= 11 L e s Lo L5 ]
6 8 6 8[| |,

o L 7 o L 7

6 8 6 8




